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ПЕРЕДМОВА

Даний курс "Термодинамiки i статистичної фiзики" розроблено для сту-

дентiв фiзико-математичних спецiальностей гуманiтарно-природничого фа-

культету ДВНЗ УжНУ. Вiн є одним iз завершальних роздiлiв теоретичної

фiзики в системi пiдготовки бакалаврiв i магiстрiв даного напрямку. Значне

мiсце в ньому вiдведено основам статистичної фiзики, зокрема канонiчному

розподiлу в рiзних його формах та обґрунтуванню законiв термодинамiки

за допомогою методiв статистичної фiзики. Це забезпечує необхiдну методи-

чну єднiсть при застосуваннi статистичної теорiї до вивчення властивостей

окремих систем, а також при з’ясуваннi природи законiв термодинамiки.

Основне завдання курсу полягає в тому, щоб поступово, починаючи з

елементарних понять, ознайомити студентiв з методами термодинамiки, ста-

тистичної фiзики i кiнетики та їх застосуванням до розв’язання конкретних

фiзичних задач.

Курс базується на знаннях студентiв, отриманих в курсах загальної фi-

зики, математичного аналiзу, теорiї ймовiрностi, класичної (теоретичної)

механiки.
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1. ОСНОВНI ПОНЯТТЯ I ЗАКОНИ ТЕРМОДИНАМIКИ

1.1. Вступ
Термодинамiка i статистична фiзика займаються вивченням фiзичних

процесiв, що вiдбуваються в макроскопiчних системах, тобто у тiлах, що
мiстять велике число мiкрочастинок (залежно вiд конкретного виду систе-
ми цими мiкрочастинками можуть бути атоми, молекули, iони, електрони,
фотони i т. д.).

Iснує два методи вивчення станiв макроскопiчних систем – термоди-
намiчний i статистичний. Термодинамiчний метод не спирається нi на
якi модельнi уявлення про атомно-молекулярну структуру речовини i є за
своєю суттю феноменологiчним методом. Це означає, що завданням термо-
динамiчного методу є встановлення зв’язкiв мiж безпосередньо спостере-
жуваними (вимiрюваними в макроскопiчних дослiдах) величинами, такими
як тиск, об’єм, температура, концентрацiя розчину, напруженiсть електри-
чного або магнiтного поля, свiтловий потiк i т. д. Навпаки, нiякi величини,
пов’язанi з атомно-молекулярною структурою речовини (розмiри атомiв або
молекул, їх маси, кiлькiсть i т. д.), не входять в розгляд при термодинамi-
чному пiдходi до розв’язання задач.

В протилежнiсть цьому, статистичний метод вивчення властивостей
макроскопiчних тiл iз самого початку заснований на модельних атомно-
молекулярних уявленнях, i основне завдання статистичної фiзики можна
сформулювати таким чином: знаючи закони поведiнки частинок, з яких по-
будована система (молекули, атоми, iони, кванти i т. д.), встановити закони
поведiнки макроскопiчної кiлькостi речовини.

Таким чином, мiж термодинамiкою i статистичною фiзикою iснує вели-
ка вiдмiннiсть в пiдходах до дослiджуваних явищ. Але цi пiдходи не про-
тирiчать один одному: закони термодинамiки можуть бути обґрунтованi за
допомогою методiв статистичної фiзики. Можливiсть статистичного обґрун-
тування, втiм, нiскiльки не зменшує ролi термодинамiки в сучаснiй науцi.
Простi, унiверсальнi i тому надзвичайно потужнi термодинамiчнi методи i
зараз широко застосовуються на практицi. Вони цiлком зберегли своє зна-
чення.

Термодинамiка i статистична фiзика не мають чiтко визначеної областi
дослiджуваних фiзичних явищ на вiдмiну вiд оптики, механiки, електроди-
намiки та iнших роздiлiв фiзики, а є швидше методами вивчення будь-яких
макроскопiчних систем. Часто при цьому говорять про єдиний метод ста-
тистичної термодинамiки.

Методами статистичної термодинамiки можна вивчати будь-якi системи,
що складаються з достатньо великого числа частинок: гази, рiдини, твердi
тiла, плазму, електролiти, свiтлове випромiнювання i навiть важкi ядра, що
мiстять сотнi нуклонiв.

Слiд також вiдзначити, що статистична термодинамiка вивчає рiвно-
важнi стани макроскопiчних систем, якi, зокрема, характеризуються тим,
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що вони є стацiонарними, незмiнними в часi, i в цих станах вiдсутнi процеси
перенесу маси, енергiї, заряду i т. д. На вiдмiну вiд цього фiзична кiнети-
ка вивчає нерiвноважнi стани i процеси, зокрема процеси перенесення i
вирiвнювання, тобто процеси переходу системи з нерiвноважного в рiвнова-
жний стан.

1.2. Опис макроскопiчної системи за допомогою термо-

динамiчних величин

Будь-який макроскопiчний об’єкт може розглядатися як термодинамi-
чна система. Стан будь-якої термодинамiчної системи може бути заданий
за допомогою сукупностi фiзичних величин, якi називаються параметра-
ми системи. Незалежнi параметри, якi характеризують макроскопiчний
стан системи, називаються макроскопiчними параметрами. Якими саме
параметрами достатньо повно можна описати конкретний об’єкт або про-
цес дає узагальнення експериментальних даних. Так, наприклад, стани газу
або рiдини (однорiднi системи) можуть бути заданi за допомогою наступних
параметрiв: P (тиск), V (об’єм), t (температура); стани плiвки рiдини – за
допомогою параметрiв: α (коефiцiєнт поверхневого натягу), σ (площа плiв-
ки) i t; стани стержня – за допомогою параметрiв: l (довжина), σ (площа
поперечного перерiзу), f (сила розтягу), E (модуль Юнга) та t i т. д.

Макроскопiчнi параметри дiляться на зовнiшнi та внутрiшнi. Внутрi-
шнi параметри залежать вiд властивостей системи (координат i швидкостей
молекул, якi входять в систему), зовнiшнi параметри цiлком визначаються
дiєю тiл, що не входять в систему. Якщо, наприклад, газ помiщено в посуди-
ну, то її об’єм є зовнiшнiм параметром (тому, що об’єм посудини залежить
вiд положення її стiнок), а тиск – внутрiшнiй (оскiльки, тиск газу на де-
який участок стiнки залежить вiд координат i швидкостей молекул газу).
Але вказаний подiл є умовним i залежить вiд конкретної ситуацiї. Тому в
iнших умовах об’єм газу може виявитися внутрiшнiм параметром, а тиск –
зовнiшнiм (наприклад, якщо газ в цилiндрi стиснутий поршнем).

Розрiзняють ще параметри iнтенсивнi та екстенсивнi. До першої гру-
пи належать величини, якi безпосередньо не залежать вiд маси або кiлькостi
речовини в системi. Це, наприклад, тиск, температура. Параметри, пропор-
цiйнi масi або числу частинок, вiдносяться до другої групи. Екстенсивними
величинами є, наприклад, енергiя i об’єм системи. Якщо двi однаковi систе-
ми, що знаходяться в однакових умовах, з’єднати разом, то значення iнтен-
сивних параметрiв не змiняться, а об’єм i енергiя об’єднаної системи будуть
удвiчi бiльшими, нiж кожної з пiдсистем. Екстенсивнi параметри характе-
ризують систему як цiле i володiють властивiстю аддитивностi, iнтенсивнi
ж параметри приймають певнi значення в кожнiй точцi.

Якщо параметри системи не змiнюються з часом, то такий стан назива-
ється стацiонарним. Можливi також стани, в яких деякий параметр си-
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стеми має рiзнi значення в рiзних точках, наприклад, система, температура
якої змiняються вiд точки до точки, або газ, в рiзних точках якого тиск
рiзний. Дослiд показує, проте, що в таких станах термодинамiчних систем
iснують потоки (потiк тепла, потiк маси газу i т. д.) i цi стани не залиша-
ються незмiнними. Через деякий час встановлюється стан, в якому кожен
такий параметр має одне i те ж значення в усiх точках системи i залишає-
ться незмiнним як завгодно довго, якщо не змiняються зовнiшнi умови. Такi
стани називаються рiвноважними. Якщо рiвновага не встановилася i в си-
стемi є градiєнти макроскопiчних параметрiв (тиску, густини, температури
i т. д.), то стан називається нерiвноважним.

Бiльш строго це можна сформулювати так: стацiонарний стан систе-
ми, в якому досягнута повна однорiднiсть у всiх можливих вiдношеннях i
вiдсутнi будь-якi потоки, називається рiвноважним або станом тер-
модинамiчної рiвноваги.

Система, що не обмiнюється iз зовнiшнiми тiлами нi енергiєю, нi ча-
стинками, називається замкнутою. Досвiд показує, що у всiх замкнутих
системах, де температура, тиск, концентрацiя речовини та iншi величини
мають рiзнi значення в рiзних точках, вiдбувається процес вирiвнювання,
що продовжується до тих пiр, поки система не стане однорiдною. Замкну-
та система з часом переходить в рiвноважний стан i самовiльно з нього
не виходить. Сформульований тезис складає так зване нульове начало
термодинамiки.

Перехiд з одного термодинамiчного стану в iнший називається термо-
динамiчним процесом.

Процес переходу термодинамiчної системи з нерiвноважного стану в рiв-
новажний називається процесом релаксацiї. При цьому для вирiвнюва-
ння кожного параметра iснує свiй характерний час – час релаксацiї для
даного параметра. Роль повного часу релаксацiї вiдiграватиме, очевидно,
максимальний з цих часiв.

Уявимо собi процес, що протiкає в термодинамiчнiй системi з швидкiстю,
значно меншою швидкостi релаксацiї; це означає, що на будь-якому етапi
цього процесу значення всiх параметрiв встигатимуть вирiвнюватися i такий
процес буде ланцюжком нескiнченно близьких один до одного рiвноважних
станiв. Такi достатньо повiльнi процеси прийнято називати рiвноважними
поцесами. Зрозумiло, що всi реальнi процеси є нерiвноважними i можуть
лише бiльшою чи меншою мiрою наближатися до рiвноважних.

Рiвноважний процес є оборотним, тобто таким, при якому повернення
до значень параметрiв стану, що мали мiсце в попереднiй момент часу, по-
винно приводити термодинамiчну систему в попереднiй стан без будь-яких
змiн в оточуючих систему тiлах.

Якщо в результатi термодинамiчного процесу система повертається в
початковий стан, то такий процес називається круговим або циклiчним.
Круговi процеси, так само як i будь-якi iншi термодинамiчнi процеси, мо-
жуть бути як рiвноважними (а отже – оборотними), так i нерiвноважними
(необоротними). При оборотному круговому процесi пiсля повернення тер-

9



модинамiчної системи в початкове положення в тiлах, що її оточують, не
виникає нiяких термодинамiчних збурень, i їх стани залишаються рiвно-
важними. В цьому випадку зовнiшнi параметри системи пiсля здiйснення
циклiчного процесу повертаються до своїх початкових значень. При необо-
ротному круговому процесi пiсля його завершення навколишнi тiла перехо-
дять в нерiвноважнi стани i зовнiшнi параметри термодинамiчної системи
змiнюються.

Фiзичнi величини, що описують рiвноважний макроскопiчний стан, на-
зиваються термодинамiчними.

Для рiвноважного стану характерне найменше число параметрiв, що
описують систему. При цьому виявляється, що в станi термодинамiчної
рiвноваги всi внутрiшнi параметри є функцiї зовнiшнiх параметрiв i тем-
ператури. Крiм того, вони не є незалежними, а зв’язанi одним або декiль-
кома рiвняннями, якi називаються рiвняннями стану.

Термiчне рiвняння стану зв’язує макроскопiчнi параметри системи.
Для системи з постiйним числом частинок його загальний вигляд можна
записати так:

f(P, V, T ) = 0. (1.1)

Калоричне рiвняння стану показує, як внутрiшня енергiя виража-
ється через тиск, об’єм i температуру. Для системи з постiйним числом
частинок воно виглядає так:

U = U(P, V, T ) (1.2)

або, враховуючи, що тиск можна виразити з термiчного рiвняння (1.1):

U = U(V, T ). (1.3)

Вивчення цих залежностей i становить змiст термодинамiки.
Як приклад таких залежностей можна привести рiвняння стану (термi-

чне) iдеального газу

PV =
m

µ
RT, (1.4)

де m i µ – вiдповiдно маса i молярна маса газу; R = 8, 31Дж/(моль · К)
– унiверсальна газова стала. Це означає, наприклад, що задання об’єму,
температури i числа частинок однозначно визначає стан iдеального газу,
оскiльки енергiя, тиск, ентропiя i iншi величини знаходяться через V , T i
N .

Методами термодинамiки вигляд рiвнянь стану не може бути встановле-
ний, i в термодинамiцi подiбнi залежностi є узагальненням дослiду. В стати-
стичнiй фiзицi (термодинамiцi) їх виводять теоретично зi своїх початкових
положень.
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1.3. Внутрiшня енергiя
Важливою характеристикою термодинамiчної системи є її внутрiшня

енергiя U , яка залежить тiльки вiд термодинамiчного стану системи. Iсну-
вання цiєї функцiї випливає з механiки, де доводиться, що кожна механiчна
система має енергiю, яка є однозначною функцiєю стану, тобто залежить вiд
координат i iмпульсiв i залишається незмiнною для iзольованої системи. Вiд-
мiннiсть вiд механiки полягає в тому, що термодинамiчний стан описується
iншими параметрами, наприклад, об’ємом V i тиском P . Тому внутрiшня
енергiя є функцiєю саме цих параметрiв U(V, P ).

Зазначимо, що енергiя завжди є функцiєю стану, тобто кожному ста-
ну вiдповiдає тiльки одне значення енергiї. Обернене твердження, взагалi
кажучи, неправильне.

Для системи, на яку не дiють зовнiшнi сили i вона знаходиться в станi
макроскопiчного спокою, внутрiшня енергiя є повною енергiєю системи.

Оскiльки, внутрiшня енергiя є однозначною функцiєю стану системи, то
її змiна △U при переходi iз стану 1 в стан 2 не залежить вiд виду процесу i
рiвна △U = U2 − U1. Якщо система здiйснює круговий процес 1 – 2 – 1, то
повна змiна її внутрiшньої енергiї рiвна нулю.

Внутрiшня енергiя може бути визначена тiльки з точнiстю до постiйної
константи U0, яка не може бути знайдена методами термодинамiки. Однак,
це не є суттєвим, тому що при термодинамiчному аналiзi системи доводи-
ться мати справу не з абсолютним значенням внутрiшньої енергiї, а з її
змiною △U в рiзних процесах, яка не залежить вiд U0. Тому можна покла-
сти U0 = 0, а пiд внутрiшньою енергiєю системи розумiти, ту її частину, яка
змiнюється у розглядуваних процесах.

Досвiд показує, що iснують двi якiсно рiзнi причини змiни внутрiшньої
енергiї – робота та теплообмiн.

1.4. Робота
Необхiдною умовою виконання системою роботи є перемiщення взаємо-

дiючих з нею зовнiшнiх тiл, тобто змiна зовнiшнiх параметрiв стану системи.
Вiдповiдно змiна стану системи приводить до змiни її внутрiшньої енергiї.

Поняття роботи прийшло в термодинамiку з механiки. Елементарна
робота δA, яку система виконує над зовнiшнiми тiлами, рiвна

δA = Fdx (1.5)

де – x деякий зовнiшнiй параметр стану системи, а F – вiдповiдна йому
узагальнена сила. Елементарна робота δA′, яку виконують зовнiшнi тiла
над системою, чисельно рiвна δA i протилежна їй за знаком: δA′ = −δA.
Зауважимо, що елементарна робота позначена через δA, а не dA, тому що
термодинамiцi, як i в механiцi вона не є повним диференцiалом деякої фун-
кцiї лише зовнiшнього параметра стану x.
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У випадку розширення обо стиснення газу елементарна робота виража-
ється формулою

δA = P dV. (1.6)

Робота рiвноважного розширення газу вiд об’єму V1 до об’єму V2 рiвна

A =

V2∫
V1

P dV, (1.7)

i графiчно визначається площею фiгури, що лежить пiд кривою P (V )
(рис. 1.1 а)

P

V
0

1

2

P1

P2

V1 V2а

P

V
0

1

2

P1

P2

V1 V2б

I

II

III

Рис. 1.1

Оскiльки тиск газу не визначається однозначно його об’ємом, а є функцi-
єю стану газу (який ми можемо задати, наприклад, за допомогою змiнних V
i T ), то тиск газу в промiжних точках може бути бiльшим обо меншим тиску
на графiку I (рис. 1.1 б, графiки II i III), i вiдповiдно, робота залежить
не тiльки вiд параметрiв початкового (P1, V1) i кiнцевого станiв (P2, V2), але
i вiд характера процесу (I, II чи III). Вiдповiдно криволiнiйний iнтеграл∫
P dV залежить вiд шляху iнтегрування i

∮
P dV не рiвний нулю, а пiдiн-

тегральний вираз δA = P dV не є повним диференцiалом деякої функцiї
стану газу (в той час як цей iнтеграл вiд повного диференцiала повинен
бути тотожно рiвним нулю). Фiзично це означає, що не iснує величини A
приростом якої була би величина δA. Таким чином, робота є функцiєю не
стану газу, а функцiєю термодинамiчного процесу i має змiст лише при
зазначеннi умов стиснення та розширення газу.

Задача 1.1. Знайти роботу, яку виконує газ при розширеннi вiд об’єму V1
до об’єму V2, якщо залежнiсть тиску P вiд об’єму V виражається форму-
лою: P (V ) =

α

V n
, де α, n – вiдомi константи.

Розв’язок.
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Вiдповiдно до формули (1.7) маємо:

A12 =

V2∫
V1

P (V ) dV =

V2∫
V1

α

V n
dV = α

V2∫
V1

V −n dV =

=
α

1− n

[
1

V n−1
2

− 1

V n−1
1

]
=

α

n− 1

[
1

V n−1
1

− 1

V n−1
2

]
.

1.5. Теплота
Досвiд показує, що система може отримувати i вiддавати енергiю без

змiни зовнiшнiх параметрiв, тобто без виконання роботи. Такий спосiб пе-
редачi енергiї вiд системи до системи (при постiйних зовнiшнiх параметрах)
називається теплопередачею або теплообмiном. Тобто, теплопередачею
називається передача енергiї вiд одного тiла до iншого без перенесення ре-
човини i здiйснення механiчної роботи. Кiлькiсть енергiї, передана в резуль-
татi теплообмiну, називається теплотою. Теплота позначається буквою Q.
Елементарна теплота процесу часто виражається спiввiдношенням:

δQ = C dT (1.8)

де C – теплоємнiсть системи. Проте ця формула не завжди застосовна,
оскiльки система може вiддавати i отримувати теплоту iзотермiчно, без
змiни температури. Таким чином, кiлькiсть теплоти δQ, передана систе-
мi, є характеристикою здiйснюваного процесу, а не стану системи i подiбно
елементарнiй роботi δA не є повним диференцiалом.

1.6. Температура
У попередньому параграфi ми вже користувалися поняттям температу-

ри, вважаючи його iнтуїтивно зрозумiлим. Розглянемо його бiльш детально.
Температура – це характеристика стану термодинамiчної рiвноваги.

Вона залежить вiд параметрiв стану, наприклад, вiд тиску i об’єму газу, i є
функцiєю внутрiшньої енергiї системи. Ця функцiя зазвичай має монотонну
залежнiсть вiд внутрiшньої енергiї системи, тобто зростає iз зростанням
внутрiшньої енергiї.

Температура термодинамiчних систем, що знаходяться в станi рiвноваги,
володiє наступними властивостями:

Якщо двi рiвноважнi термодинамiчнi системи, знаходяться в тепловому
контактi i мають однакову температуру, то сукупна термодинамiчна система
теж знаходиться в станi термодинамiчної рiвноваги при тiй же температурi.

Якщо яка-небудь рiвноважна термодинамiчна система має одну i ту ж
температуру з двома iншими системами, то цi три системи знаходяться в
термодинамiчнiй рiвновазi при однiй i тiй же температурi (властивiсть
транзитивностi).
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Таким чином, температура є мiра стану термодинамiчної рiвноваги.
Якщо мiж тiлами, що знаходяться в тепловому контактi одне з одним,

теплопередача вiдсутня, то тiла мають однаковi температури i знаходяться
в станi термодинамiчної рiвноваги один з одним.

Якщо в iзольованiй системi, що складається з двох тiл, цi тiла знахо-
дяться при рiзних температурах, то теплопередача здiйснюватиметься так,
щоб енергiя передавалася вiд бiльш нагрiтого тiла до менш нагрiтого. Цей
процес триватиме до тих пiр, поки температури тiл не стануть однаковими,
i iзольована система, що складається з двох тiл не досягне стану термоди-
намiчної рiвноваги.

Для виникнення процесу теплопередачi необхiдне створення потокiв те-
плоти, тобто потрiбний вихiд iз стану теплової рiвноваги. Тому рiвноважна
термодинамiка не описує процес теплопередачi, а тiльки його результат –
перехiд в новий рiвноважний стан. Описом самого процесу теплопередачi
займається фiзична кiнетика.

Ще слiд вiдзначити, що якщо одна термодинамiчна система має вищою
температурою, нiж iнша, то вона не обов’язково матиме i бiльшу внутрi-
шньою енергiєю, не дивлячись на зростання внутрiшньої енергiї кожної си-
стеми з пiдвищенням її температури. Наприклад, бiльший об’єм води може
мати бiльшу внутрiшню енергiєю навiть при нижчiй температурi, нiж у
меншого об’єму води. Проте, в цьому випадку теплопередача (перенесення
енергiї) походитиме не вiд тiла з бiльшою внутрiшньою енергiєю до тiла
з меншою внутрiшньою енергiєю, а навпаки, оскiльки напрям перенесення
енергiї визначається не величинами внутрiшнiх енергiй систем, а їх темпе-
ратурами.

Змiна температури викликає змiну iнших внутрiшнiх параметрiв систе-
ми. При фiксованих зовнiшнiх параметрах цей зв’язок однозначний, що до-
зволяє судити про температуру тiла за значеннями вiдповiдної фiзичної
величини. На цьому та на властивостi транзитивностi термодинамiчної рiв-
новаги базується принцип роботи всiх термометрiв. Залежно вiд конструкцiї
термометра температура може бути визначена: довжиною стовпчика рту-
тi, об’ємом газу, електричним опором, термоерс i т. д. Температуру, яка
визначається показами конкретного термометра, називають емпiричною
температурою t.

У побутi використовують стоградусну температурну шкалу, запропоно-
вану у 1742 р. шведським астрономом та фiзиком А. Цельсiєм. У фiзицi
використовують абсолютну (термодинамiчну) температуру T , введену
на пiдставi другого закону термодинамiки (див. роздiл 1.9) англiйським фi-
зиком У. Томсоном (лордом Кельвiном).

Згiдно Мiжнародної системи одиниць (SI), реперною точкою термоди-
намiчної шкали температур є температура потрiйної точки води (див. пiд-
роздiл 1.19), яка дорiвнює 273,16 K (точно), а одиницею термодинамiчної
температури є кельвiн (K), величина якого дорiвнює градусу шкали Цель-
сiя.

Абсолютна температура T пов’язана з температурою t за шкалою Цель-
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сiя таким спiввiдношенням:

T (K) = t(◦C) + 273, 15 (C), (1.9)

отже, температурi t = 0 ◦C за нормального атмосферного тиску вiдповiдає
абсолютна температура T = 273, 15K.

Вiдповiдно до рiвняння стану iдеального газу (1.4) при абсолютнiй тем-
пературi T = 0 добуток PV обертається в нуль. Це значення температу-
ри називається абсолютним нулем температури. Так само як i добуток
тиску на об’єм PV , абсолютна температура не може набувати вiд’ємних
значень. З (1.9) випливає, що абсолютному нулю температури вiдповiдає
t = −273, 15 ◦C.

Другий варiант
У попередньому параграфi ми вже користувалися поняттям температу-

ри, вважаючи його iнтуїтивно зрозумiлим. Вихiдним пунктом для введення
поняття температури є вельми суб’єктивний i розпливчатий термiн – сту-
пiнь нагрiтостi тiла.

Ми можемо ввести тепер температуру бiльш логiчним, аксiоматичним
шляхом, користуючись властивiстю транзитивностi термодинамiчної
рiвноваги. Нехай є три рiвноважнi системи: 1, 2 i 3. Якщо при встанов-
леннi контакту система 3 опиняється в рiвновазi з кожною з двох систем
1 i 2 окремо, то системи 1 i 2 при здiйсненнi контакту мiж ними будуть
також в рiвновазi одна з одною. Ця властивiсть дозволяє встановити за-
гальну для всiх термодинамiчних систем, що знаходяться в станi рiвноваги
одна з одною, єдину i незалежну вiд мiсця та способу її вимiрювання ха-
рактеристику цього рiвноважного стану – температуру. Iншими словами,
якщо температури систем 1 i 3 однаковi i температури систем 2 i 3 теж
однаковi, то температури систем 1 i 2 рiвнi.

Таким чином, умовою рiвноваги мiж системами обо частинами системи
є умова рiвностi їхнiх температур (iнше формулювання нульового начала
термодинамiки).

Розглянемо це питання бiльш детально. Як зазначалося вище рiвнова-
жнi значення макроскопiчних параметрiв a1, . . . , an зв’язанi деяким хара-
ктерним для даної системи спiввiдношенням Φ(a1, . . . , an) = 0.

Нехай тепер заради наочностi системи 1, 2 i 3 є системами типу газу. То-
дi, для фiксацiї їх рiвноважних станiв в якостi макроскопiчних параметрiв
можна використовувати об’єми цих систем Vi та тиск в них Pi, (i = 1, 2, 3).
Рiвновага систем 1 i 2 означає, що iснує зв’язок мiж параметрами рiвнова-
жної термодинамiчної системи (1 + 2), що виражається за допомогою деякої
функцiї Φ1+2:

Φ1+2(P1, V1;P2, V2) = 0,

а рiвновага в системi (1 + 3) означає, що при тих самих значеннях P1, V1
iснує деяка функцiя Φ1+3, яка виражає їх зв’язок з величинами P3, V3:

Φ1+3(P1, V1;P3, V3) = 0.
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Вiдповiдно до принципу транзитивностi повинен iснувати також i зв’я-
зок

Φ1+3(P2, V2;P3, V3) = 0,

причому не в виняткових або спецiально пiдiбраних випадках, а завжди i
автоматично для будь-яких початкових даних i будь-якої трiйки взаємно
рiвноважних термодинамiчних систем. Така структура функцiя Φi+j, що
задовольняє цим вимогам, математикам вже давно вiдома:

Φi+j(Pi, Vi;Pj, Vj) = φi(Pi, Vi)− φj(Pj, Vj),

де φi – деяка функцiя тих аргументiв, якi описують стан тiльки однiєї i-ої
системи. Дiйсно, з умов

Φ1+2(P1, V1;P2, V2) = φ1(P1, V1)− φ2(P2, V2),

Φ1+3(P1, V1;P3, V3) = φ1(P1, V1)− φ3(P3, V3)

автоматично випливає

Φ2+3(P2, V2;P3, V3) = φ2(P2, V2)− φ3(P3, V3),

а це у свою чергу означає, що в групi рiвноважних термодинамiчних си-
стем, яких може бути не три, як в попередньому випадку, а скiльки зав-
годно (бiльше того, в якостi цих систем можуть фiгурувати рiзнi частини
однiєї i тiєї ж рiвноважної системи), рiвнi одна однiй функцiї φi(Pi, Vi) так
залежать вiд своїх аргументiв Pi, Vi, що всi виявляються рiвними деякiй
спiльнiй постiйнiй величинi

φ1(P1, V1) = φ2(P2, V2) = φ3(P3, V3) = . . . = φi(Pi, Vi) = const = θ,

яку i можна прийняти за мiру температури даного рiвноважного стану. На-
приклад для iдеального газу, температура є функцiєю лише добутку тиску
на об’єм θ = φ(PV ). Рiвняння PV = const описує рiвнобiчнi гiперболи, якi
називаються iзотермами. Процес, який вiдбувається при сталiй темпера-
турi називається iзотермiчним.

Таким чином, для кожної системи iснує функцiя її зовнiшнiх параме-
трiв та її енергiї, яка для всiх систем, що знаходяться в рiвновазi, при їх
з’єднаннi, має одне i те ж значення, i називається температурою.

Змiна температури викликає змiну iнших внутрiшнiх параметрiв систе-
ми. При фiксованих зовнiшнiх параметрах цей зв’язок однозначний, що до-
зволяє судити про температуру тiла за значеннями вiдповiдної фiзичної
величини. На цьому базується принцип роботи всiх термометрiв. Залежно
вiд конструкцiї термометра температура може бути визначена: довжиною
стовпчика ртутi, об’ємом газу, електричним опором, термоерс i т. д. Тем-
пературу, яка визначається показами конкретного термометра, називають
емпiричною температурою t.
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При теплообмiнi температура одного тiла зменшується, а температура
iншого збiльшується до тих пiр поки не настане вирiвнювання. Отже, те-
плота передається вiд тiла з бiльшою температурою тiлу з меншою темпе-
ратурою.

Температура тiла збiльшується при зростаннi його енергiї при постiй-
них зовнiшнiх параметрах. Це еквiвалентно твердженню, що при отриманнi
тiлом тепла при постiйних зовнiшнiх параметрах його температура збiль-
шується.

Введемо тепер поняття термостата. Будемо позначати цим термiном
тiло, маса якого велика в порiвняннi з будь-якими пробними тiлами, з яки-
ми ми приводитимемо його в контакт. Це означає, що, з одного боку, при
контактi з пробними тiлами температура термостата не мiняється, а, з iн-
шого боку, через невеликий час релаксацiї будь-яке пробне тiло, приведене
в контакт з термостатом, набуває його температури.

Якщо система помiщена в термостат, то температура системи при будь-
якому процесi, що протiкає в термостатi залишається сталою, тобто цей
процес є iзотермiчним.

Iнший спосiб видiлення дослiджуваної системи iз навколишнього сере-
довища називається адiабатним.

1.7. Перший закон термодинамiки
Як було нами встановлено, iснує два рiзнi способи змiни внутрiшньої

енергiї системи – робота та теплообмiн. Внутрiшня енергiя будь-якої систе-
ми змiнюється тiльки при взаємодiї з iншими тiлами. Тому енергiя замкну-
тої системи, згiдно закону збереження енергiї, повинна залишатися сталою.
Формулювання закону збереження енергiї стосовно теплових процесiв скла-
дає суть першого закону термодинамiки. Закон змiни енергiї для будь-
яких термодинамiчних процесiв записується у виглядi:

dU = δQ− δA. (1.10)

Ця формула визначає нескiнченно малий прирiст внутрiшньої енергiї си-
стеми dU в деякому процесi. δA i δQ – нескiнченно мала робота i теплота.
У формулi (1.10) робота δA додатна, якщо система здiйснює роботу над
зовнiшнiми тiлами; теплота δQ додотна, коли система отримує її вiд iнших
тiл.

Вираз (1.10) можна переписати у виглядi

δQ = dU + δA. (1.11)

Кiлькiсть теплоти надана системi йде на змiну її внутрiшньої енергiї та
на виконання системою роботи проти зовнiшнiх сил.

Робота i теплообмiн вичерпують всi шляхи передачi енергiї для системи з
постiйним числом частинок. Тому в лiвiй частинi рiвностi (1.10) стоїть повна
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змiна енергiї при будь-якому процесi. При переходi з одного стану в iнший

прирiст
2∫
1

dU = U2−U1, оскiльки енергiя однозначно пов’язана з станом, не

залежить вiд шляху переходу, а визначається тiльки початковим i кiнцевим
станом. Це означає, що dU є повним диференцiалом деякої функцiї стану.

Шляхом здiйснення роботи даний вид енергiї можна перетворити в будь-
якiй iншiй. Теплообмiн же служить тiльки для перетворення внутрiшньої
енергiї однiєї системи у внутрiшню енергiю iншої системи.

Для колового процесу, iнтегруючи рiвнiсть (1.10), маємо∮
dU =

∮
δQ−

∮
δA, (1.12)

причому
∮
dU = U2 − U1 = 0, оскiльки dU є повним диференцiалом, а

початковий i кiнцевий стани збiгаються. Таким чином,

A =

∮
δA =

∮
δQ ≡ Q, (1.13)

тобто, якщо A ̸= 0, то i Q ̸= 0. Звiдси випливає ще одне формулювання пер-
шого начала термодинамiки: неможливо створити такий перiодично дiю-
чий пристрiй, який здiйснював би роботу тiльки за рахунок власної енергiї,
тобто без запозичення енергiї ззовнi.

Iншими словами, в процесi термодинамiчного циклу система, що вико-
нала роботу A, обов’язково повинна дiстати еквiвалентну кiлькiсть теплоти
Q з навколишнього середовища. Якщо ж Q = 0, то i A = 0.

1.8. Рiвняння стану iдеального газу

1.8.1. Iзопроцеси

1.8.2. Адiабатичний процес

Адiабатично iзольована системи – це система, яка не обмiнюється те-
плотою з навколишнiми тiлами. Процеси, що вiдбуваються в такiй системi,
називаються адiабатичними. Стан адiабатично iзольованої системи (в адiа-
батичнiй оболонцi, наприклад, посудинi Дюара) може бути змiнений тiльки
шляхом змiни зовнiшнiх параметрiв. Змiна ж температури зовнiшнiх тiл не
впливає на стан системи. Тобто, стан тiла в посудинi Дюара, можна змiни-
ти, тiльки змiнюючи об’єм зовнiшньої посудини або дiючи на нього силою
тяжiння або магнiтним полем. Якщо стiнки дюара нерухомi то об’єм адiа-
батично iзольованого тiла не змiнюється.

Оскiльки при адiабатичних процесах δQ = 0, то перший початок термо-
динамiки для них можна записати у формi:

δA = −dU. (1.14)

18



При адiабатичному процесi робота виконується за рахунок зменшення вну-
трiшньої енергiї при сталому об’ємi. Якщо об’єм iдеального газу не змiню-
ється, то змiна внутрiшньої енергiї рiвна (як при iзохорному процесовi)

dU =
m

µ
СV dT. (1.15)

Тодi вираз (1.14) перепишемо у виглядi

PdV = −m
µ

СV dT. (1.16)

Застосування цього виразу разом з рiвняння Клапейрона-Менделеева
(1.4) дозволяє отримати рiвняння, що описує адiабатичний процес в iдеаль-
ному газi.

Знаходження повних диференцiалiв вiд правої i лiвої частин рiвняння
Клапейрона-Менделеева (1.4) дає:

PdV + V dP =
m

µ
RdT. (1.17)

Вiднiмаючи вiд цiєї формули виразу (1.16) приходимо до виразу

V dP =
m

µ
RdT +

m

µ
СV dT =

m

µ
(R + CV ) dT. (1.18)

З урахуванням спiввiдношення Майєра

CP = CV +R (1.19)

маємо:
V dP =

m

µ
CP dT. (1.20)

Домножимо вираз (1.16) на вiдношення теплоємностей CP/CV i додамо
його до формули (1.20). Тодi отримаємо

γ PdV + V dP = 0, (1.21)

де введено позначення

γ =
CP
CV

. (1.22)

Величина γ називається показником адiабати. Вiдомi спiввiдношення
CV = i

2R i CP = i+2
2 R дозволяють виразити показник адiабати через число

степеней вiльностi i:
γ =

i+ 2

i
(1.23)

З цього виразу випливає, що показник адiабати для iдеального газу завжди
бiльший за одиницю.
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Роздiливши рiвняння (1.21) на добуток PV , перетворимо його до вигля-
ду

γ
dV

V
+
dP

P
= 0 (1.24)

або
γ d (lnV ) + d (lnP ) = 0. (1.25)

Звiдси знаходимо:

d (γ lnV ) + d (lnP ) = 0,

d (lnV γ) + d (lnP ) = 0,

d (lnV γ + lnP ) = 0,

d (lnPV γ) = 0. (1.26)

Iнтегрування цього рiвняння дозволяє отримати формулу

lnPV γ = const,

PV γ = econst = const, (1.27)

яке називається рiвнянням Пуассона. Це рiвняння адiабатичного процесу
для iдеального газу, або адiабати – кривої, що описується цим рiвнянням в
змiнних P i V .

За допомогою рiвняння Клапейрона-Менделеева рiвняння (1.4) можна
переписати, використовуючи iншi параметри стану iдеального газу:

m

µ
RT V γ−1 = const,

TV γ−1 = const, (1.28)

V =
m

µ
R
T

P
,

P

(
m

µ
R

)γ (
T

P

)γ
= const,

P 1−γT γ = const, (1.29)

Порiвнюючи рiвняння Пуассона (1.27) з рiвнянням Бойля-Марiотта:
PV = const, можна переконатися, що адiабата iдеального газу, побудована
в координатах P i V , завжди йде крутiше за iзотерму (див. рис. 1.2).

Це пов’язано з тим, що, як вказувалося вище, показник адiабати для
газiв завжди бiльше одиницi i приймає найбiльше значення для одноатом-
них газiв. Тому найкрутiшу адiабату мають iнертнi гази, молекули яких
складаються з одного атома.

Оскiльки адiабата перетинає всi iзотерми даної термодинамiчної систе-
ми, можливий адiабатичний перехiд з однiєї iзотерми на iншу, шляхом сти-
снення або розрiдження газу. А за допомогою iзотермiчної змiни об’єму
можливий перехiд з однiєї адiабати на iншу.
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Рис. 1.2. Графiки адiабатичних процесiв (1) i iзотермiчного процеса (2)

Роботу iдеального газу в адiабатичному процесi можна визначити за
допомогою виразу (1.14). Iнтегрування цього виразу дає:

A12 = −m
µ
CV (T2 − T1), (1.30)

де T1 i T2 – температури газу на початку i в кiнцi процесу вiдповiдно. В да-
ному випадку робота при переходi з одного стану системи в iнший визначає-
ться тiльки функцiєю стану системи T , оскiльки шлях переходу однозначно
заданий рiвнянням Пуассона.

Молярна теплоємнiсть газу CV може бути виражена через показник адi-
абати γ. Пiдстановка у формулу (1.22) спiввiдношення Майєра (1.19) при-
водить її до вигляду

γ =
CV +R

CV
, (1.31)

з якого знаходимо вираз:

CV =
R

γ − 1
. (1.32)

З урахуванням цiєї формули вираз (1.30) може бути представлений у формi

A12 =
m

µ

RT1
γ − 1

(
1− T2

T1

)
. (1.33)

На основi рiвняння адiабати (1.28) запишемо спiввiдношення мiж тем-
пературами i об’ємами газу в початковому i кiнцевому станах:

T1V
γ−1
1 = T2V

γ−1
2 (1.34)

або
T2
T1

=

(
V1
V2

)γ−1

. (1.35)

21



Пiдстановка цiєї формули у вираз (1.33) дає

A12 =
m

µ

RT1
γ − 1

[
1−

(
V1
V2

)γ−1
]

(1.36)

або з урахуванням рiвняння Клапейрона-Менделеева (1.4)

A12 =
P1V1
γ − 1

[
1−

(
V1
V2

)γ−1
]
. (1.37)

Задача 1.2. Всерединi закритої теплоiзольованої цилiндричної посудини
знаходиться теплонепровiдний поршень, який може рухатися без тертя.
В початковий момент поршень знаходиться по серединi посудини i дiлить
її на двi рiвнi частини з об’ємом V0. У кожнiй з цих половин посудини зна-
ходиться iдеальний газ з показником адiабати γ пiд тиском P0. Яку роботу
треба виконати, щоб зменшити об’єм однiєї з половин в два рази?

Розв’язок.

В обох частинах цилiндричної посудини буде проходити адiабатичний
процес

P1V
γ
1 = P2V

γ
2 = P0V

γ
0 ,

в результатi якого об’єм першої частини зменшиться вiд V0 до V1 = V0 −
V0/2 = V0/2, а об’єм другої збiльшиться вiд V0 до V2 = V0 + V0/2 = 3V0/2 i
мiж ними встановиться зв’язок:

V1 + V2 = 2V0 або V1 = 2V0 − V2.

Тодi елементарна робота, що виконується над газом у першiй частинi
буде визначатися рiзницею тискiв у двох частинах посудини (P1 > P2):

δA′ = −△P dV1 = −(P1 − P2)dV1 = (P2 − P1)dV1 = −(P2 − P1)dV2 = δA,

тут враховано, що dV1 = −dV2.
Пiдставляючи у вираз для роботи значення об’ємiв V1 i V2 та iнтегру-
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ючи її одержуємо

A′ = −

3V0
2∫

V0

(P2 − P1)dV2 = −P0

3V0
2∫

V0

[(
V0
V2

)γ
−
(
V0
V1

)γ]
dV2 =

= −P0V
γ
0

3V0
2∫

V0

[
1

V γ
2

− 1

(2V0 − V2)γ

]
dV2 = −P0V

γ
0


3V0
2∫

V0

dV2
V γ
2

+

3V0
2∫

V0

d(2V0 − V2)

(2V0 − V2)γ

 =

= −P0V
γ
0

1− γ

[
1

V γ−1
2

+
1

(2V0 − V2)γ−1

]∣∣∣∣
3V0
2

V0

=

=
P0V

γ
0

γ − 1

[
1(

3
2V0
)γ−1 −

1

V γ−1
0

+
1(

1
2V0
)γ−1 −

1

V γ−1
0

]
=

=
P0V0
γ − 1

[(
2

3

)γ−1

+ 2γ−1 − 2

]
.

При γ > 1 цей вираз стає додатнiм, оскiльки при збiльшення параметра γ
другий доданок росте швидше, нiж спадає перший.

Задача 1.3. Адiабатично iзольовану посудину роздiлено перегородкою на двi
рiвнi частини, кожна об’ємом V . У лiвiй частинi знаходиться двоатомний
iдеальний газ (γ = 1, 4) при тиску P i температурi T . Торцьова стiнка
правої частини посудини є поршнем. Перегородку вийняли, а потiм газ по-
волi стиснули поршнем так, що вiн знову почав займати лiву половину
посудини. Знайти тиски P1, P2 i температури T1, T2 газу пiсля вилучення
перегородки i в кiнцi процесу.

Розв’язок.

При адiабатичному розширеннi iдеального газу без виконання роботи над
зовнiшнiми тiлами, його внутрiшня енергiя i температура не змiнюються.
Тому пiсля виймання перегородки маємо:

T1 = T i P1 = P/2.

При адiабатичному стисненнi газу поршнем (вiд об’єму 2V до V ) збiль-
шення його внутрiшньої енергiї рiвне роботi, яку виконує поршень. Темпе-
ратура i тиск газу в кiнцi процесу можуть бути знайденi за допомогою
спiввiдношень (1.28) i (1.27), тодi маємо:

T2 =

(
2V

V

)γ−1

T1 = 21,4−1T1 = 22/5 T1 =
5
√
4T,

P2 =

(
2V

V

)γ
P1 = 21,4P1 = 21,4−1 P =

5
√
4P.
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1.8.3. Полiтропiчний процес

Важливим класом термодинамiчних процесiв є процеси, що вiдбуваю-
ться при постiйнiй теплоємностi, тобто полiтропiчнi процеси. До таких
процесiв, зокрема, вiдносяться адiабатичний, iзотермiчний, iзобаричний та
iзохоричний процеси.

Для iдеального газу неважко отримати рiвняння полiтропiчного проце-
су тим же способом, що i ранiше було виведено рiвняння Пуассона (1.27).
Нехай молярна теплоємнiсть iдеального газу в полiтропiчному процесi рiв-
на C. Тодi вiдповiдно до першого початку термодинамiки (1.11) виразу для
(змiни) внутрiшньої енергiї (1.15) маємо вираз:

m

µ
CdT =

m

µ
CV dT + PdV, (1.38)

з якого виходить:
PdV =

m

µ
(C − CV )dT. (1.39)

Пiдставляючи цей вираз у формулу (1.17) отримаємо

V dP =
m

µ
RdT − m

µ
(C − CV )dT. (1.40)

або з урахуванням спiввiдношення Майєра (1.19)

V dP =
m

µ
(R + CV − C)dT =

m

µ
(CP − C)dT. (1.41)

Домноживши вираз (1.39) на C−CP

C−CV
i додавши до формули (1.41) за умови,

що C ̸= CV , отримаємо рiвняння

nPdV + V dP = 0, (1.42)

аналогiчне рiвнянню (1.21). Тут введено параметр

n =
C − CP
C − CV

, (1.43)

який називається показником полiтропи. З цiєї формули можна також
отримати залежнiсть молярної теплоємностi C вiд показника полiтропи n:

C =
nCV − CP
n− 1

. (1.44)

Перетворення формули (1.42) до вигляду:

n
dV

V
+
dP

P
= 0 (1.45)
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та iнтегрування отриманого рiвняння дає

PV n = const. (1.46)

Рiвняння (1.46) називається рiвнянням полiтропiчного процесу або по-
лiтропи – кривої, що описується таким рiвнянням в змiнних P i V .

Аналогiчно рiвнянням адiабати (1.28) i (1.29) рiвняння полiтропи може
бути переписане в iнших термодинамiчних координатах:

TV n−1 = const, (1.47)

P 1−nT n = const. (1.48)

При адiабатичному процесi δQ = 0, що вiдповiдає нульовiй теплоємностi,
пiдставивши C = 0 у формулу (1.43) i порiвнявши отриманий вираз з (1.22),
маємо n = γ, i рiвняння полiтропи (1.46) стає рiвнянням адiабати: PV γ =
const.

Якщо процес iзотермiчний, то C → ∞, оскiльки при цьому dT → 0.
В цьому випадку показник полiтропи n в границi рiвний одиницi, i рiвня-
ння полiтропи (1.46) переходить в рiвняння Бойля-Марiотта: PV = const.
Звернемо увагу на те, що оскiльки при виведеннi рiвняння полiтропи ми
скорочували величину dT , то цей вивiд не може вважатися повнiстю коре-
ктним для iзотермiчного процесу.

Для iзобаричного процесу при C = CP показник полiтропи n = 0, i
рiвняння (1.46) приймає форму: P = const.

При iзохоричному процесi C повинно стати рiвним CV , що вiдповiдає
випадку, коли показник n → ∞. Очевидно, перехiд у формулi (1.46) до
вказаної межi некоректний. Це пов’язано з тим, що при виведеннi рiвняння
полiтропи передбачалося, що C ̸= CV (див. перехiд до формули (1.42)).

Якщо помножити рiвняння (1.39) на величину (C−CP ), рiвнянням (1.41)
на – (C − CV ) i додати їх, то отримаємо рiвняння полiтропи в диференцi-
альнiй формi

(C − CP )PdV + (C − CV )V dP = 0. (1.49)
При C = CV це рiвняння набуває формi:

(C − CP )PdV = 0. (1.50)

Звiдки маємо dV = 0 або V = const. З рiвняння (1.49) також випливає, що
в процесi, при якому C = CP , тиск постiйний: PV = const.

Для полiтропiчних процесiв значення теплоємностi i, вiдповiдно, пока-
зника полiтропи можуть приймати будь-якi значення. Вiд’ємнi значення те-
плоємностi, вiдповiдають таким умовам, при яких внутрiшня енергiя термо-
динамiчної системи зменшується при передачi їй додатної кiлькостi теплоти.
Це може бути реалiзовано при примусовому розширеннi газу.

Вiдповiдно до формули (1.39) при C < CV величини dV i dT мають рiзнi
знаки, i iз зростанням об’єму газу його температура, а, отже, i внутрiшня
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енергiя, зменшуються. З цим, зокрема, пов’язано зниження температури
iдеального газу при його адiабатичному розширеннi, оскiльки в цьому про-
цесi C = 0. Навпаки, при C > CV iз збiльшенням об’єму газу його темпера-
тура зростає. Вiдповiдно до першого закону термодинамiки це збiльшення
V повинно вiдбуватися за рахунок пiдведення до системи додаткової кiль-
костi теплоти.

Аналогiчно, на пiдставi формули (1.40) можна встановити зв’язок мiж
приростами тиску та температури. При C < CP iз зростанням тиску темпе-
ратура газу буде збiльшуватися, а при C > CP – зменшуватися.

Робота газу в полiтропiчному процесi може бути визначена за допомогою
iнтеграла (1.7) при пiдстановцi в нього рiвняння полiтропи (1.46):

A12 =

V2∫
V1

P (V )dV = P1V
n
1

V2∫
V1

dV

V n
. (1.51)

Iнтегрування у виразi (1.51) дає формулу для визначення роботи в полiтро-
пiчному процесi

A12 =
P1V1
n− 1

[
1−

(
V1
V2

)n−1
]
=
m

µ

RT1
n− 1

[
1−

(
V1
V2

)n−1
]
, (1.52)

де P1 i V1 – початковий тиск i об’єм газу, V2 – його кiнцевий об’єм.
З цiєї формули, зокрема, випливає, що робота при розширеннi газу зав-

жди залишається додатною, незалежно вiд того, яке значення приймає по-
казник полiтропи, бiльше або менше одиницi.

Неважко бачити, що для адiабатичного процесу при n = γ вираз (1.52)
переходить у формулу (1.37). Для iзобаричного процесу, при n = 0 вираз
(1.52) дає

A12 = −P1V1

[
1− V2

V1

]
= −P1V1

V1
(V1 − V2) = P (V2 − V1), (1.53)

де враховано, що при цьому процесi P1 = P2 = P const.
Формула (1.52) непридатна для опису iзохоричного процесу, оскiльки

при виведеннi рiвняння полiтропи (1.45) виключався випадок C = CV . Але
з формули (1.39) очевидно, що робота газу в iзохоричному процесi рiвна
нулю.

Iншим процесом, що не описується спiввiдношенням (1.52), є iзотермi-
чний процес. Як було сказано вище, вiн є граничним випадком полiтропi-
чного процесу при C → ∞. Роботу в iзотермiчному процесi можна знайти,
якщо у формулу (1.52) вiдповiдно до закону Бойля-Марiотта пiдставити
n = 1 та проiнтегрувати. Тодi маємо

A12 = P1V1

V2∫
V1

dV

V
= P1V1 ln

(
V2
V1

)
=
m

µ
RT ln

(
V2
V1

)
, (1.54)
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де враховано, сталiсть температури при цьому процесi: T1 = T2 = T const.
Оскiльки внутрiшня енергiя iдеального газу не змiнюється в iзотермiчно-

му процесi, кiлькiсть теплоти, отримана газом, також може бути розрахова-
на за цiєю формулою, тобто в цьому процесi Q12 = A12. При iзотермiчному
розширеннi iдеального газу робота виконується тiльки за рахунок теплоти,
пiдведеної з зовнi.

На завершення параграфа запишемо всi отриманi формули в одну та-
блицю 1.1

Таблиця 1.1.

Термодинамiчний процес n C Робота

Iзотермiчний 1 ∞ m

µ
RT ln

(
V2
V1

)
Iзобаричний 0 CP P (V2 − V1)

Iзохоричний ∞ CV 0

Адiабатичний γ 0
m

µ

RT1
γ − 1

[
1−

(
V1
V2

)γ−1
]

Задача 1.4. Яка молярна теплоємнiсть C одноатомного газу i показник
полiтропи n для процесу, в якому робота виконана газом, в два рази бiльша
за передану йому кiлькiсть теплоти?

Розв’язок.

Оскiльки за умовою задачi δA = 2δQ, то вiдповiдно до першого початку
термодинамiки маємо:

δQ = dU + δA = dU + 2δQ або δQ = −dU,

тут dU – змiна внутрiшньої енергiї 1 моля газу. Тодi, з урахуванням одно-
атомностi газу (число степеней свободи i = 3), молярну теплоємнiсть
можна визначити за формулою:

C =
δQ

dT
= −dU

dT
= −CV dT

dT
= −CV = − i

2
R = −3

2
R,

а показник полiтропи вiдповiдно буде рiвний:

n =
C − CP
C − CV

=
−CV − (R + CV )

−CV − CV
=

−2CV −R

−2CV
=

3R +R

3R
=

4

3
.
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Задача 1.5. Яка робота виконується одним молем iдеального газу в полi-
тропiчному процесi з показником полiтропи n при змiнi температури газу
на △T?

Розв’язок.

Використовуючи рiвняння полiтропи (1.47): TV n−1 = const i рiвняння
Клапейрона-Менделеева для одного моля PV = RT , перепишемо (1.52) у
виглядi:

A12 =
RT1
n− 1

[
1− T2

T1

]
=

R

n− 1
(T1 − T2). (1.55)

Звiдси маємо:
A =

R

1− n
△T.

Отже, робота, що виконується одним молем iдеального газу в процесi з
постiйною теплоємнiстю, визначається тiльки рiзницею температур кiн-
цевого i початкового станiв газу.

Таким чином, для iдеального газу робота, а, отже, i кiлькiсть тепло-
ти, в полiтропiчних процесах визначаються тiльки кiнцевим i початковим
станами системи, оскiльки шлях переходу з одного стану в iнший визначе-
ний теплоємнiстю газу (показником полiтропи). Проте навiть при розгля-
дi тiльки полiтропiчних процесiв, роботу i кiлькiсть теплоти не можна
вважати функцiєю стану системи (повним диференцiалом), оскiльки пере-
хiд з одного стану в iнший може бути здiйснений у виглядi послiдовностi
рiзних полiтропiчних процесiв.

Задача 1.6. Яка кiлькiсть теплоти передана одноатомному газу (i = 3) в
полiтропiчному процесi з показником полiтропи n при змiнi температури
газу на △T?

Розв’язок.

Вiдповiдно до формули (1.44) маємо:

C =
nCV − CP
n− 1

=
1

n− 1

(
n
i

2
R− i+ 2

2
R

)
=

1

n− 1

(
n
3

2
R− 5

2
R

)
=

3n− 5

2(n− 1)
R.

Тодi кiлькiсть теплоти буде рiвна:

△Q = C△T =
3n− 5

2(n− 1)
R△T.

Звiдки, зокрема, випливає, що при рiвностi показника полiтропи показнику
адiабати для одноатомного газу: n = γ = 5/3, кiлькiсть теплоти △Q.
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1.9. Другий закон термодинамiки

1.9.1. Другий закон термодинамiки для рiвноважних процесiв

Iз першого закону термодинамiки (1.10)–(1.13) випливає, що оскiльки
внутрiшня енергiя є функцiєю стану, то для будь-якого термодинамiчного
циклу (dU = 0) теплоiзольваної системи (δQ = 0), тобто для адiабати-
чного процесу повинна виконуватись рiвнiсть

∮
δA = 0. Виникає питання:

який може мати такий цикл? На рис. 1.3 в змiнних P , V зображено всi мо-
жливi види циклiв. Випадок а неможливий, оскiльки при цьому

∮
δA ̸= 0.

P

V
0

1

2

а

P

V
0

1

2

б

P

V
0

1

2

в

2'

Рис. 1.3

Випадок б також неможливий, оскiльки вiн зводиться до попереднього,
якщо вибрати цикл так, щоб вiн проходив тiльки через точки 1 i 2′ або 2′ i
2. Таким чином, можливий лише випадок в, iз чого випливає, що iснує фун-
кцiя S(P, V ), яка залишається сталою при адiабатичному процесi (δQ = 0),
i тодi умова S(P, V ) = const визначає неявну залежнiсть тиску вiд об’єму V
для певного адiабатичного процесу. Рiвняння P = P (V ) знайдене з умови
S(P, V ) = const, називається рiвнянням адiабати (для iдеального газу воно
має вигляд: P V γ = const, γ – показник адiабати). Таким чином, iснування
рiвняння адiабати, тобто функцiї S(P, V ), яка залишається сталою при адi-
абатичному процесi, є наслiдком першого закону термодинамiки, а також
того, що внутрiшня енергiя є функцiєю стану.

Суттєвим в цьому висновку є те, що функцiя S(P, V ), як i внутрiшня
енергiя, є однозначною функцiєю стану. Однозначнiсть означає, що графi-
ки рiвнянь двох адiабат не можуть перетинатися, у противному разi в точцi
їх перетину (точка 2 на рис. 1.4) одному i тому ж стану вiдповiдало б два
значення функцiї S. Доведення будемо вести вiд супротивного, тобто при-
пустимо, що двi адiабати S = S1(P, V ) i S = S2(P, V ) перетинаються, i
розглянемо цикл iз двох адiабат 1 – 2, 2 – 3, якi перетинаються в точцi 2,
i iзохоричного V = const процесу 3 – 1. На дiлянцi 3 – 1 система дiставала
теплоту, вiд зовнiшнього джерела, але робота при цьому не виконувалась.
На дiлянках 1 – 2 i 2 – 3 система не обмiнювалась теплотою з навколишнiма
тiлами, але виконувала роботу. Для замкненого циклу маємо

A =

∮
δA =

∮
δQ = Q.
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Рис. 1.4

Таким чином, в результатi цього циклу система виконала роботу A за
рахунок теплоти Q, одержаної вiд зовнiшнього джерела на дiлянцi циклу 3
– 1. Повторюючи багаторазово цей цикл, ми мали б пристрiй, який вiдби-
рав би у якогось тiла теплоту i повнiстю перетворював би її у роботу. Та-
кий пристрiй дiстав назву вiчного двигуна другого роду. Однак, багаторазовi
спроби експериментально здiйснити такi цикли, якi показано на рис. 1.4, не
дали бажаного результату. Звiдси випливає другий закон термодинамi-
ки: неможливо створити такi перiодично дiючi пристрої, якi б виконували
роботу тiльки за рахунок вiдбору теплоти вiд одного i того ж джерела.
Це означає, що нiякi двi адiабати не можуть перетинатися. Отже, одному i
тому ж стану вiдповiдає тiльки одне значення функцiї S(P, V ).

Таким чином iз експериментiв випливає, що кожну систему можна ха-
рактеризувати деякою новою величиною S, яка зберiгається при адiабати-
чних процесах i є однозначною функцiєю стану. Вона дiстала назву ентропiї.

Ентропiя, як i внутрiшня енергiя може бути визначена лише з точнiстю
до деякої константи. При дослiдженнi термодинамiчних процесiв нас буде
цiкавити не саме значення ентропiї, а – її змiна. Ентропiя є аддитивною
величиною: ентропiя складної системи рiвна сумi ентропiй всiх її однорiдних
частин S = S1 + S2.

Ранiше ми говорили, що термодинамiчний стан простої системи хара-
ктеризується двома незалежними параметрами Тепер нам вiдомо вже п’ять
параметрiв (P , V , t, U , S). Iз них за незалежнi змiннi можна вибрати будь-
яку пару. То й чи iнший вибiр незалежних змiнних диктується виключно
зручностями експериментального або теоретичного вивчення певної систе-
ми.

З’ясуємо, який вигляд повинна мати умова термодинамiчної рiвноваги,
якщо ентропiя є адитивною величиною. Виберемо за незалежнi змiннi ен-
тропiю S i об’єм V , розглянемо внутрiшню енергiя як функцiю U = U(S, V ).

dU =

(
∂U

∂S

)
V

dS +

(
∂U

∂V

)
S

dV (1.56)
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i позначимо T =

(
∂U

∂S

)
V

. Порiвнюючи (1.56) з (1.10) та (1.6), знаходимо

δQ = T dS, (1.57)

P = −
(
∂U

∂V

)
S

. (1.58)

Тодi спiввiдношення (1.56) можна записати у виглядi

dU = T dS − P dV. (1.59)

Водночас, оскiльки внутрiшня енергiя є адитивною величиною, то U = U1+
U2, i внаслiдок цього

dU = dU1 + dU2 = T1 dS1 + T2 dS2 − P1 dV1 − P2 dV2.

Оскiльки S = S1 + S2 i V = V1 + V2, то, використовуючи умову механiчної
рiвноваги P1 = P2 = P , запишемо цю рiвнiсть так:

dU = (T1 − T2)dS1 + T2 dS − P dV.

Порiвнюючи цю формулу з формулою (1.59), маємо T1 = T2 = T . Отже,
у станi термодинамiчної рiвноваги величини T1 i T2 набувають однакових

значень. Величина T =

(
∂U

∂S

)
V

називається абсолютною, або термодина-

мiчною температурою.
Отже, для рiвноважних процесiв з (1.57) маємо, що диференцiал ентропiї

рiвний вiдношенню нескiнченно малої кiлькостi теплоти, наданiй системi, до
абсолютної температури системи:

dS =
δQ

T
. (1.60)

Змiна ентропiї при рiвноважному оборотному процесi, що переводить систе-
му з стану 1 в стан 2 рiвна

△S = S2 − S1 =

2∫
1

δQ

T
. (1.61)

Можна дати iнше формулювання другого закону термодинамiки: не-
можливим є такий процес, єдиним результатом якого є виконання робо-
ти, еквiвалентної кiлькостi теплоти, отриманої вiд зовнiшнiх тiл. Тобто,
процес перетворення енергiї впорядкованого руху тiла як цiлого у енергiю
невпорядкованого руху частинок з яких воно складається є необоротним.
Енергiї впорядкованого руху може переходити в енергiю невпорядкованого
руху (кiнетична цiлого тiла у внутрiшню) без будь-яких додаткових проце-
сiв. Але зворотнiй перехiд енергiї невпорядкованого руху у енергiю впоряд-
кованого руху не може бути єдиним результатом термодинамiчного процесу.
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1.9.2. Другий закон термодинамiки для нерiвноважних процесiв

При нерiвноважному адiабатичному процесi має мiсце закон зростання
ентропiї (в термодинамiцi вiн є узагальненням експериментальних даних, а
виводиться у статистичнiй фiзицi):

dS > 0. (1.62)

Для довiльного нерiвноважного процесу змiна ентропiї системи визначає-
ться так:

dS >
δQ

T
(1.63)

Змiна ентропiї при нерiвноважному скiнченому процесi, що переводить си-
стему з стану 1 в стан 2 визначається нерiвнiстю

△S = S2 − S1 >

2∫
1

δQ

T
. (1.64)

Для довiльного елементарного процесу можна записати

dS > δQ

T
. (1.65)

Отримана нерiвнiсть виражає в загальному виглядi закон змiни ентропiї
для довiльних процесiв, знак рiвностi вiдноситься до рiвноважних процесiв,
а знак нерiвностi – до нерiвноважних.

Оскiльки ентропiя є однозначною функцiєю стану, то її змiна для коло-
вого процесу рiвна нулю. Звiдси випливає нерiвнiсть Клаузiуса∮

δQ

T
6 0, (1.66)

справедлива для будь-якого циклу.
В силу закону зростання ентропiї всi нерiвноважнi процеси є необоро-

тними, тобто такими, що протiкають в одному напрямку – в бiк зростання
ентропiї. Перехiд з нерiноважного стану в стан рiвноваги супроводжується
збiльшенням ентропiї. В замкненiй системi встановлення рiвноваги означає
вирiвнювання властивостей системи у всiх можливих вiдношеннях. Процеси
згладжування неоднорiдностей вiдбуваються самовiльно, без всякого зовнi-
шнього впливу. Оскiльки при цьому ентропiя монотонно зростає, то всi вка-
занi явища є необоротними. В природi нiколи не спостерiгається самовiльне
встановлення скiнченого градiєнта температур або тискiв в iзольованiй си-
стемi, тому що це означало б зменшення ентропiї.

Узагальнюючи експериментальнi факти можна прийти до фундамен-
тального закону термодинамiки: в iзольованiй системi в результатi необо-
ротних процесiв встановлення термодинамiчної рiвноваги ентропiя може
тiльки збiльшуватись i набуває максимального значення в станi рiвноваги.
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Таким чином, змiст другого закону термодинамiки, по сутi, зводиться
до двох тверджень.

1. Iснує однозначна функцiя стану – ентропiя S, яка при адiабатичних
процесах (δQ = 0) не змiнюється. В iнших, рiвноважних процесах її змi-
на dS пов’язана з теплотою δQ, якою система обмiнюється з навколишнiм

середовищем, спiввiдношенням dS =
δQ

T
.

2. Для iзольованих систем (U = const V = const) в станi термодинамiчної
рiвноваги ентропiя має максимальне значення, тобто

dS = 0, d2S < 0. (1.67)

Це необхiдна i достатня умови термодинамiчної рiвноваги.
Пiдставляючи в (1.65) замiсть δQ його значення з першого закону тер-

модинамiки (1.11), отримаємо основне спiввiдношення термодинамiки,
яке об’єднує перший i другий закони термодинамiки:

T dS > dU + δA. (1.68)

Для оборотних процесiв це спiввiдношення переходить в термодинамiчну
рiвнiсть:

T dS = dU + δA. (1.69)
З термодинамiчної рiвностi (1.69) можна отримати iнше формулювання

першого закону термодинамiки

dU = T dS − δA. (1.70)

Однак, такий запис справедливий лише для рiвноважних процесiв, в той час
як перший закон термодинамiки у формi (1.10) справедливий для будь-яких
процесiв, як рiвноважних (оборотних), так i для нерiвноважних (необоро-
тних).

Iз основного спiввiдношення термодинамiки (1.68) випливає також не-
рiвнiсть

δA 6 T dS − dU, (1.71)
тобто робота, яку система виконує в оборотному процесi, бiльша за робо-
ту, виконану нею при необоротному процесi (якщо початковий i кiнцевий
стани спiвпадають) або робота довiльного процесу при рiвних умовах буде
меншою або рiвною роботi у рiвноважному процесi. Це твердження часто
називають принципом максимальної роботи.

1.10. Третiй закон термодинамiки
Покажемо, як, використовуючи експериментальнi данi, можна вимiряти

ентропiю. Користуючись формулою

CV =

(
δQ

dT

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

,
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вимiрюючи теплоємностi CV при рiзних температурах, знаходимо значення
похiдної (

∂S

∂T

)
V

=
CV
T
. (1.72)

Крiм того, оскiльки вираз

dU = T dS − P dV. (1.73)

є повним диференцiалом, то таким є також i вираз dF = d(U − TS) =
dU − d(TS) = T dS − P dV − T dS − S dT = −S dT − P dV , а тому(

∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

. (1.74)

Введена функцiя F = U − TS називається вiльною енергiєю.
Отже, вимiрюючи похiдну (∂P/∂T )V , тим самим знаходимо iз спiввiдно-

шення (1.74) похiдну (∂S/∂V )T . Знаючи похiднi
(
∂S

∂T

)
V

i
(
∂S

∂V

)
T

, можна

обчислити функцiю S(T, V ) з точнiстю до сталої величини S0, що не зале-
жить вiд термодинамiчного стану, але може бути рiзною для рiзних тiл.

Формула (1.72) дає можливiсть визначити залежнiсть ентропiї вiд тем-
ператури при фiксованому значеннi об’єму, вимiрюючи залежнiсть тепло-
ємностi CV вiд температури:

S(V, T )− S(V, T1) =

T∫
T1

CV (T
′)

T ′ dT ′. (1.75)

Експериментально встановлено, що при T1 → 0 величина S(V, T1) не
залежить вiд об’єму: S(V, 0) = S0. Це твердження, яке є узагальненням
експериментальних даних дiстало назву принципу Нернста або третьо-
го закону термодинамiки: при наближеннi температури до абсолютного
нуля T → 0 ентропiя S прямує до скiнченої границi S0, що не залежить
нi вiд тиску, нi вiд густини або складу системи. Тодi ентропiя однорiдної
системи може бути обчислена за формулою

S(V, T ) =

T∫
0

CV (T )

T
dT + S0, (1.76)

або

S(P, T ) =

T∫
0

CP (T )

T
dT + S0, (1.77)

де CP – теплоємнiсть системи при сталому тиску. Оскiльки, на дослiдi зав-
жди вимiрюється тiльки рiзниця ентропiй, то граничне значення ентропiї
можна взяти рiвним нулю S0 = 0.
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1.11. Термодинамiчнi цикли. Цикл Карно. Теореми Кар-

но
Розглянемо на (P, V )-площинi оборотний (рiвноважний) круговий про-

цес (цикл) (рис. 1.5 а), i нехай точка, що зображає стан газу, обходить
цикл за напрямом годинникової стрiлки. На дiлянцi abc газ розширюється

P

V0

a

b

c

d

A

T

S0

Qa’

b’

c’

d ’

а б

Рис. 1.5

i (згiдно формули A =
∫
P dV ) здiйснює додатну роботу, яка визначає-

ться площею, що лежить пiд кривою abc. На дiлянцi cda газ стискується
зовнiшнiми силами, i цi сили виконують вiд’ємну роботу, яка визначається
площею, що лежить пiд кривою cda. При вибраному напрямi обходу пiсля
завершення циклу ми отримуємо виграш в роботi A, рiвний площi фiгури,
обмеженої циклом abcda. Розглянемо той же круговий процес на площинi
(T, S) (рис. 1.5 б ). Очевидно, вiн зображається iншою замкнутою фiгурою
a′b′c′d′a′. Припустимо, що цикл проходить так само, як i на (P, V )-площинi
у напрямi годинникової стрiлки. Тодi на дiлянцi a′b′c′ ентропiя росте i (згi-
дно формули Q =

∫
T dS) на цiй дiлянцi тепло пiдводиться до газу, причому

кiлькiсть тепла, пiдведеного до газу, вимiрюється площею фiгури, що ле-
жить пiд кривою a′b′c′. На дiлянцi c′d′a′ ентропiя газу зменшується, i тепло
вiдводиться вiд газу. Ця кiлькiсть тепла за абсолютною величиною рiвна
площi фiгури, пiд кривою c′d′a′. В результатi обходу повного циклу газ отри-
мує надлишок тепла, рiвний площi фiгури, обмеженої кривою a′b′c′d′a′.

Згiдно першого закону термодинамiки (формула (1.10)) маємо∮
δQ =

∮
dU +

∮
δA.

Оскiльки внутрiшня енергiя є функцiєю стану газу, то∮
dU = 0,

а, отже,
Q = A. (1.78)

Таким чином, площi циклiв на (P, V )-площинi i на (T, S)-площинi повиннi
бути однаковi).
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Отже, круговий процес, який проходить у напрямку годинникової стрiл-
ки, представляє схему роботи будь-якої теплової машини, яка перетворює
тепло в роботу (рис. 1.6). Газ отримує вiд нагрiвача кiлькiсть тепла Q1, ча-

Нагрівник

Газ

Холодильник

Q1

Q2

A = Q1 - |Q2|

Рис. 1.6

стину цього тепла Q2 (Q2 < 0) вiддає холодильнику, а рiзницю Q1 − |Q2|
перетворює роботу. Очевидно, коефiцiєнт корисної дiї теплової машини до-
цiльно визначити як вiдношення роботи A до отриманої вiд нагрiвача кiль-
костi тепла Q1:

η =
A

Q1
=
Q1 − |Q2|

Q1
. (1.79)

Якщо тепер ми розглянемо цикл, який що вiдбувається у напрямi проти
годинникової стрiлки, то змiняться на зворотнi напрями всiх процесiв i зна-
ки кiлькостi тепла i роботи. Ми отримаємо схему дiї холодильної машини,
котра за рахунок спожитої роботи переводить тепло вiд менш нагрiтого до
бiльш нагрiтого тiла (Q1 < 0).

Розглянемо як приклад цикл Карно, що складається з двох адiабат i
двох iзотерм. На рис. 1.7 а i 1.7 б зображений цикл Карно на (P, V )-площинi

P

V
0

T

S
0

а б

T1

T2

T1

T2

S1 S2

Рис. 1.7

i на (T, S)-площинi. Зауважимо, що тодi як на (P, V )-площинi форма циклу
залежить вiд сорту газу i, зокрема, рiзна для реальних i iдеальних газiв,
цикл Карно на (T, S)-площинi має унiверсальну форму i для будь-яких
термодинамiчних систем представляє собою прямокутник, сторони якого
паралельнi вiдповiдним координатним осям.
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Обчислимо коефiцiєнт корисної дiї циклу Карно (оборотного). Згiдно
формули (1.57) для iзотермiчного процесу, маємо

Q1 = T1

S2∫
S1

dS = T1(S2 − S1), |Q2| = T2(S2 − S1),

звiдки

η =
Q1 − |Q2|

Q1
=
T1 − T2
T1

= 1− T2
T1
. (1.80)

З формули (1.80) випливають наступнi наслiдки (якi називають теоремою
Карно):

1. ККД циклу Карно не залежить вiд вибору робочого тiла.

2. ККД циклу Карно залежить вiд вiдношення температур нагрiвача
i холодильника i не залежить вiд конструкцiї машини. Чим менше
вiдношення T2/T1, тим бiльший ККД циклу Карно.

3. ККД циклу Карно завжди менший одиницi (η < 1) i наближається
до одиницi тiльки в тому випадку, якщо температура холодильника
прямує до абсолютного нуля (T2 → 0).

Вiдмiтимо, що цикл Карно є природним i єдино можливим робочим ци-
клом для машини, що має один нагрiвач i один холодильник з постiйними
температурами, оскiльки для такої машини процеси пiдведення i вiдведе-
ння тепла повиннi бути iзотермiчними, а промiжнi процеси повиннi бути
адiабатичними (оскiльки iнших нагрiвачiв i холодильникiв немає).

Можна довести також наступну теорему : коефiцiєнт корисної дiї будь-
якого рiвноважного циклу (вiдмiнного вiд циклу Карно), для якого макси-
мальна температура нагрiвника рiвна Tmax, а мiнiмальна температура хо-
лодильника – Tmin, менший за коефiцiєнт корисної дiї циклу Карно, що пра-
цює мiж температурами Tmax i Tmin:

η <
Tmax − Tmin

Tmax
. (1.81)

1.12. Метод циклiв
Метод циклiв полягає в тому, що для визначення закономiрностi пев-

ного явища дослiджують вiдповiдним чином пiдiбраний цикл, до якого за-
стосовують закони термодинамiки. Наприклад, якщо змусити систему на-
лежним чином здiйснити цикл Карно i застосувати до нього теорему Карно,
то можна отримати багато важливих спiввiдношень мiж фiзичними вели-
чинами, якi характеризують систему в станi термодинамiчної рiвноваги.
Пояснимо це на прикладi.
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Приклад 1. Для кожного тiла можна записати термiчне рiвняння
стану

f(p, V, T ) = 0

та його внутрiшню енергiю як функцiю параметрiв, якi визначають його
стан, наприклад,

U = U(V, T ).

Це рiвняння називається калоричним рiвнянням. Термодинамiка сама
по собi не дає можливостi встановити явний вигляд цих спiввiдношень. Во-
ни знаходяться дослiдним шляхом або виводяться методами статистичної
фiзики.

Якщо вiдоме термiчне рiвняння стану, то теорема Карно дозволяє в за-
гальному виглядi розв’язати питання про залежностi внутрiшньої енергiї
вiд об’єму. Розглянемо це питання.

Будемо зображати стан тiла точкою на дiаграмi (P, V ). Розглянемо в
площинi (P, V ) сiмейство iзотерм i сiмейство адiабат. Вони розбивають цю
площину на клiтки, що мають форму криволiнiйних чотирикутникiв (рис.
1.8 а). Якщо iзотерми i адiабати провести досить густо, то клiтки будуть

P

V
0

а

1
2

3
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P

V
0

б

1

2

3

4

5

6

V1 V2

Рис. 1.8

як завгодно мало вiдрiзнятися вiд паралелограмiв. Виберемо один з та-
ких нескiнченно малих паралелограмiв 1234, зображений на рис. 1.8 б, у
збiльшеному масштабi. Цикл 1234 є циклом Карно. Позначимо абсолю-
тну температуру на iзотермi 12 через T1 = T , а на iзотермi 34 – через
T2 = T − dT . Оскiльки цi температури нескiнченно мало вiдрiзняються
одна вiд одної, то iндекси 1 i 2 будемо опускати у всiх спiввiдношеннях,
в якi T1 i T2 входять у виглядi множникiв при нескiнченно малих вели-
чинах. Те ж саме вiдноситься i до iнших величин, наприклад P1, P2, V1,
V2 i тому подiбне. Робота A, виконана системою в результатi циклу 1234,
чисельно рiвна площi паралелограма 1234. Для того щоб її обчислити, про-
ведемо прямi 16 i 25, паралельнi осi тиску. Зрозумiло, що шукана площа рiв-
на площi паралелограма 1256. Висота цього паралелограма чисельно рiвна
приросту V2 − V1 об’єму при iзотермiчному процесi 12. Основу 61 дає при-
рiст тиску △P при пiдвищеннi температури на T1 − T2, коли об’єм системи
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пiдтримується постiйним. Вiн рiвний △P = (∂P/∂T )V (T1 − T2) (оскiльки
△P (V, T ) = (∂P/∂V )T△V + (∂P/∂T )V△T i △V = 0). Для роботи циклу,
яка чисельно рiвна його площi, отримуємо

A =

(
∂P

∂T

)
V

(T1 − T2)(V2 − V1).

Обчислимо тепер кiлькiсть тепла Q1, вiдданого нагрiвачем на iзотермi
12. Згiдно першого закону термодинамiки Q1 = U2−U1+P (V2−V1). Змiною
P знехтуємо, оскiльки цикл нескiнченно малий. Оскiльки внутрiшня енергiя
є функцiєю об’єму i температури U = U(V, T ), а на iзотермi 12 температура
постiйна, то

U2 − U1 =

(
∂U

∂V

)
T

(V2 − V1),

так що

Q1 =

(
∂U

∂V

)
T

(V2 − V1) + P (V2 − V1) =

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
(V2 − V1).

Згiдно теореми Карно
A

Q1
=
T1 − T2
T1

. (1.82)

Пiдставляючи сюди значення A i Q1, знайденi вище, одержимо

T1 − T2
T1

=

(
∂P

∂T

)
V

(T1 − T2)(V2 − V1)[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
(V2 − V1)

.

Скоротивши, отримаємо вираз, що вирiшує поставлену задачу про зале-
жнiсть внутрiшньої енергiї вiд об’єму:(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P. (1.83)

Перевiримо отримане спiввiдношення на прикладi iдеального газу:

PV = RT, P =
RT

V
,

(
∂P

∂T

)
V

=
R

V
, T

(
∂P

∂T

)
V

=
RT

V
= P,

тодi (
∂U

∂V

)
T

= P − P = 0.

Отже, внутрiшня енергiя iдеального газу не залежить вiд об’єму, а є лише
функцiєю температури, як i має бути.
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Приклад 2. Згiдно означення теплоємностi

C =
δQ

dT

та першого закону термодинамiки

δQ = dU + PdV,

маємо
C =

dU + PdV

dT
.

Оскiльки внутрiшня енергiя є функцiєю об’єму i температури U(V, T ),
то її повний диференцiал рiвний

dU =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV.

Тодi

C =
1

dT

[(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV + PdV

]
=

(
∂U

∂T

)
V

+

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
dV

dT
.

При V = const, dV = 0, то

CV =

(
∂U

∂T

)
V

. (1.84)

При P = const похiдна dV
dT переходить у частинну похiдну

(
∂V
∂T

)
P
, тодi

CP =

(
∂U

∂T

)
V

+

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
∂V

∂T P
. (1.85)

Тодi

CP −CV =

(
∂U

∂T

)
V

+

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
∂V

∂T P
−
(
∂U

∂T

)
V

=

[(
∂U

∂V

)
T

+ P

]
∂V

∂T P
.

(1.86)
Щоб визначити за цiєю формулою рiзницю CP − CV , треба знати тер-

мiчне i калоричне рiвняння станiв. Друге начало термодинамiки дозволяє
розв’язати цю задачу без калоричного рiвняння. Скориставшись отрима-
ним у попередньому прикладi рiвнянням (1.83) для

(
∂U
∂V

)
T
, пiдставимо його

в вираз (1.86) для рiзницi CP − CV . Це дає

CP − CV = T

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
P

. (1.87)
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Знову ж таки перевiримо вiрнiсть отриманого спiввiдношення для iде-
ального газу.

PV = RT, P =
RT

V
,

(
∂P

∂T

)
V

=
R

V
, T

(
∂P

∂T

)
V

=
RT

V
= P,

∂V

∂T P
=
R

P
.

Тодi

CP − CV = P · R
P

= R.

Ми отримали добре вiдоме спiввiдношення Роберта Майєра (1.19), що пiд-
тверджує вiрнiсть отриманої формули.

Застосування методу циклiв до розв’язування задач термодинамiки
ускладнюється труднощами, пов’язаними з пiдбором необхiдного кругово-
го процесу. У сучаснiй термодинамiцi використовують бiльш ефективний
аналiтичний метод – метод термодинамiчних потенцiалiв або як їх ще на-
зивають термодинамiчних функцiй.

1.13. Метод термодинамiчних потенцiалiв
Опис рiвноважних термодинамiчних процесiв може бути виконаний за

допомогою методу термодинамiчних потенцiалiв, розробленого в 1873-
78 роках американським фiзиком-теоретиком Дж. Гiббсом (1839 – 1903).
Цей метод ґрунтується на можливостi введення для рiвноважних проце-
сiв термодинамiчних функцiй (т. ф.) стану, повнi диференцiали яких
описують змiну стану термодинамiчної системи. Крiм того вини мають та-
кi властивостi: термодинамiчнi функцiї є адитивними величинами; знання
довiльної т. ф. дає можливiсть визначити вигляд термiчного i калоричного
рiвнянь стану та знайти термодинамiчнi параметри системи; за певних умов
в станi рiвноваги т. ф. має екстремум.

Основне рiвняння термодинамiки рiвноважних процесiв (1.69)

TdS = dU + PdV, (1.88)

спiльно з рiвнянням стану
P = P (V, T ) (1.89)

i виразом для внутрiшньої енергiї

U = U(V, T ) (1.90)

утворюють систему з трьох рiвнянь, що зв’язує мiж собою п’ять функцiй
стану: V , T , P , U i S. Якщо як незалежнi параметри вибрати об’єм V i
температуру T , то система рiвнянь (1.88) – (1.90) є повнiстю визначеною i
дозволяє визначити тиск P , внутрiшню енергiю U i ентропiю S.

Залежно вiд того, якi параметри стану термодинамiчної системи прийня-
тi як незалежнi змiннi, можна ввести наступнi термодинамiчнi потенцiали.
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1. Виберемо за незалежнi параметри стану об’єм V i ентропiю S i запи-
шемо через цi змiннi вираз для внутрiшньої енергiї

U = U(V, S). (1.91)

Тодi рiвняння (1.88) можна представити у виглядi:

dU = TdS − PdV. (1.92)

Враховуючи правило знаходження повного диференцiала

dU =

(
∂U

∂V

)
S

dV +

(
∂U

∂S

)
V

dS, (1.93)

маємо
P = −

(
∂U

∂V

)
S

, (1.94)

T =

(
∂U

∂S

)
V

. (1.95)

Таким чином, внутрiшня енергiя, виражена через параметри стану V i S, є
термодинамiчним потенцiалом.

Використання в якостi незалежних параметрiв V i S не дуже зручно,
оскiльки величина ентропiї S не може бути визначена шляхом безпосере-
днiх вимiрювань. Внутрiшня енергiя U(V, S) при практичних розрахунках
зазвичай використовується тiльки у випадках, якщо система є адiабатично
iзольованою (S = const) або процес вiдбувається без виконання роботи, що
має мiсце при постiйному об’ємi системи (V = const).

2. Якщо в якостi незалежних параметрiв вибрати об’єм V та температуру
T , а вiд рiвняння (1.92) вiдняти диференцiал d(TS) = TdS + SdT , тодi

d(U − TS) = −SdT − PdV, (1.96)

то функцiя стану
F (V, T ) = U − TS (1.97)

буде термодинамiчним потенцiалом. Тодi

dF = −SdT − PdV. (1.98)

Застосовуючи правило знаходження повного диференцiала до F (V, T )

dF =

(
∂F

∂V

)
T

dV +

(
∂F

∂T

)
V

dT, (1.99)

одержуємо, що

P = −
(
∂F

∂V

)
T

, (1.100)
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S = −
(
∂F

∂T

)
V

. (1.101)

Термодинамiчний потенцiал F (V, T ) називається вiльною енергiєю або
термодинамiчним потенцiалом Гельмгольца. При iзотермiчному про-
цесi (T = const, dT = 0) з урахуванням виразу для роботи δA = PdV ,
формула (1.96) дає

dF = −δA. (1.102)

З цього виразу випливає, що при iзотермiчному процесi вiльна енергiя є
функцiєю стану, зменшення якої рiвне роботi, виконанiй системою. При iзо-
термiчному процесi вiльна енергiя змiнюється так само, як внутрiшня при
адiабатичному процесi.

3. Розглянемо випадок, коли незалежними параметрами стану є тиск P
i ентропiя S. Додамо до рiвняння (1.92) диференцiал d(PV ) = PdV + V dP ,
тодi

d(U + PV ) = TdS − PdV + PdV + V dP = TdS + V dP. (1.103)

Функцiя
Н(P, S) = U + PV (1.104)

називають ентальпiєю обо тепловою функцiєю. Отже,

dH = TdS + V dP. (1.105)

З урахуванням правила знаходження повного диференцiала dH маємо

T =

(
∂H

∂S

)
P

, (1.106)

V =

(
∂H

∂P

)
S

. (1.107)

Якщо процес вiдбувається при постiйному тиску (P = const, dP = 0),
то, враховуючи формулу TdS = δQ, з виразу (1.105) маємо

dH = δQ. (1.108)

Отже, прирiст ентальпiї при iзобарному процесi рiвний кiлькостi тепло-
ти, отриманої системою. Ентальпiю зручно застосовувати для опису адiаба-
тично iзольованих систем, що знаходяться при постiйному тиску, оскiльки
для систем, на якi дiють тiльки механiчнi сили, цей термодинамiчний по-
тенцiал не змiнюється.

4. Якщо в якостi незалежних параметрiв вибрати тиск P i температуру
T i до (1.96) додати d(PV ) = PdV + V dP , то отримаємо четверту термоди-
намiчну функцiю

d(U − TS + PV ) = −SdT − PdV + PdV + V dP = −SdT + V dP (1.109)
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або
dΦ = −SdT + V dP. (1.110)

Функцiю
Φ(P, T ) = U − TS + PV = F + PV (1.111)

називають термодинамiчним потенцiалом Гiббса. Так як dΦ є повним
диференцiалом, то можна записати

S = −
(
∂Φ

∂T

)
P

, (1.112)

V =

(
∂Φ

∂P

)
T

. (1.113)

Для рiвноважного iзотермiчно-iзобарного процесу (T = const, P = const,
dT = dP = 0) потенцiал Гiббса стає постiйною величиною dΦ = 0.

Спiввiдношення типу
U = U(V, S),

F = F (V, T ),

H = Н(P, S),

Φ = Φ(P, T )

(1.114)

називаються канонiчними рiвняннями стану.
Якщо система не проста i крiм об’єму є iншi зовнiшнi параметри, еле-

ментарна робота має вигляд

δA = PdV + δA∗ (1.115)

де δA∗ – робота, пов’язана iз змiною iнших зовнiшнiх параметрiв, яку нази-
вають роботою немеханiчних сил, наприклад сил хiмiчної взаємодiї.

Тодi основне рiвняння термодинамiки (1.92) набуває вигляду

dU = TdS − PdV − δA∗, (1.116)

а замiсть (1.98), (1.105) i (1.110) матимемо

dF = −SdT − PdV − δA∗, (1.117)

dH = TdS + V dP − δA∗, (1.118)
dΦ = −SdT + V dP − δA∗. (1.119)

У цьому разi для iзотермiчно-iзобарного процесу (dT = dP = 0)

δA∗ = −dΦ, (1.120)

тобто робота немеханiчних сил виконується системою за рахунок зменшення
термодинамiчного потенцiалу Гiббса.
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Мiж термодинамiчними потенцiалами можуть бути встановленi спiввiд-
ношення, що дозволяють виразити однi потенцiали через iншi. Так на пiд-
ставi (1.97) i (1.101) можна записати

U = F − T

(
∂F

∂T

)
V

, (1.121)

а на пiдставi (1.104), (1.111) i (1.112) отримаємо

Φ = H + T

(
∂Φ

∂T

)
P

. (1.122)

Рiвняння (1.121) i (1.122) називаються рiвняннями Гiббса–Гельмгольца.
Розглянемо знову вираз для повного диференцiала внутрiшньої енергiї

1.70:
dU = TdS − PdV.

Вiдомо, що якщо змiшанi похiднi iснують i неперервнi, то вони не залежать
вiд порядку диференцiювання, тобто

∂2U

∂V ∂S
=

∂2U

∂S∂V
.

Але згiдно (1.58)
(
∂U

∂V

)
S

= −P , а вiдповiдно до (1.95)
(
∂U

∂S

)
V

= T , тому

(
∂P

∂S

)
V

= −
(
∂T

∂V

)
S

. (1.123)

Розглядаючи вирази для iнших диференцiалiв, отримуємо:(
∂T

∂P

)
S

=

(
∂V

∂S

)
P

, (1.124)

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

, (1.125)(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

. (1.126)

Спiввiдношення (1.123)–(1.126) називаються спiввiдношеннями Максве-
ла.

Задача 1.7. Знайти термодинамiчнi потенцiали фотонного газу, якщо вi-
домi рiвняння його стану P = αT 4, вираз для внутрiшньої енергiї U =
3αT 4V та ентропiї S = 4αT 3V .

Розв’язок.
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Використання приведених в умовi задачi вирази для внутрiшньої енергiї
U(V, T ) i ентропiї S(V, T ), дозволяє отримати залежнiсть внутрiшньої
енергiї U вiд параметрiв V i S (T = (S/4αV )1/3):

U(V, S) = 3αT 4V = 3αV

(
S

4αV

)4/3

=
3

(αV )1/3

(
S

4

)4/3

.

Аналогiчно знаходимо iншi термодинамiчнi потенцiали.
Вiльна енергiя:

F (V, T ) = U − TS = 3αT 4V − 4αT 3V · T = 3αT 4V − 4αT 4V = −αT 4V ;

ентальпiя:

H(P, S) = U + PV = 3αT 4V + αT 4V = 4αT 4V = 4V TαT 3 =

= 4V T
S

4V
= ST = S

(
P

α

)1/4

;

потенцiал Гiбса:

G(P, T ) = U − TS + PV = −αT 4V + αT 4V = 0.

Рiвнiсть нулю потенцiалу Гiбса для фотонного газу робить неможли-
вим його використання при розрахунках. Це пов’язано з тим, що змiннi P
i T для цього газу не є незалежними, а пов’язанi мiж собою однозначним
спiввiдношенням P = αT 4.

Задача 1.8. Термiчне i калоричне рiвняння мають вигляд: P = 1
3αT

4 i
U = αT 4V . Знайти ентропiю системи.

Розв’язок.

З основної термодинамiчної рiвностi

TdS = dU + PdV

знаходимо змiну ентропiї:

dS =
dU + PdV

T
.

Оскiльки змiна внутрiшньої енергiї є повним диференцiалом, то одержимо:

dU(T, V ) =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV = 4αT 3V dT + αT 4dV.

Звiдки знаходимо вираз для ентропiї

dS =
4αT 3V dT + αT 4dV + 1

3αT
4dV

T
= 4αT 2V dT +

4

3
αT 3dV.
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Враховуючи правило знаходження повного диференцiала

dS(T, V ) =

(
∂S

∂T

)
V

dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV,

одержимо (
∂S

∂T

)
V

= 4αT 2V,

(
∂S

∂V

)
T

=
4

3
αT 3,

dS = 4αT 2V dT, dS =
4

3
αT 3dV,

проiнтегрувавши, знайдемо ентропiю системи:

S = 4αV

∫
T 2dT, S =

4

3
αT 3

∫
dV

S =
4

3
αT 3V, S =

4

3
αT 3V.

1.14. Методи охолодження газiв. Процес Джоуля-Томсо-

на.
В серединi XIX ст. англiйськi фiзики Д. Джоуль i В. Томсон експеримен-

тально встановили, що при адiабатичному розширеннi газу без здiйснення
ним корисної роботи температура газу змiнюється. Процес такого необо-
ротного розширення називають адiабатичним дроселюванням, а яви-
ще змiни температури газу в цьому процесi називають ефектом Джоуля-
Томсона. На прикладi опису цього ефекту розглянемо застосування методу
термодинамiчних потенцiалiв.

Рис. 1.9
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Принципова схема дослiдiв Д. Джоуля i В. Томсона приведена на
рис. 1.9. В добре теплоiзольовану трубу B вставлена пориста перегородку C
(дросель). За допомогою рухомих поршнiв E i D тиск дослiджуваного газу
злiва i зправа вiд пробки пiдтримуються постiйними i вiдповiдно рiвними
P1 i P2 (P1 > P2). Пiд дiєю рiзницi тискiв △P = P1 − P2 газ продавлює-
ться через перегородку i при цьому розширюється вiд тиску P1, до тиску
P2. Здiйснювана газом робота розширення практично цiлком витрачається
на подолання тертя газу в перегородцi, а теплота, що видiляється при тертi
Qтр = Aтр йде на нагрiвання газу.

За першим законом термодинамiки змiна внутрiшнiй енергiї газу при
проходженнi через дросель рiвна:

△U = Q+ A′

Через вiдсутнiсть теплообмiну мiж газом i зовнiшнiми тiлами, кiлькiсть
тепла, що пiдводиться до газу Q, рiвна Qтр. Робота A′, що виконується над
газом зовнiшнiми силами, рiвна алгебраїчнiй сумi робiт, що виконуються
рухомими поршнями E (робота A′

1) i D (робота A′
2), i роботи сил тертя A′

тр:

A′ = A′
1 + A′

2 + A′
тр.

Враховуючи, що робота, що здiйснюється газом проти сил тертя,

Aтр = −A′
тр = Qтр,

отримуємо
△U = Qтр + A′

1 + A′
2 −Qтр = A′

1 + A′
2. (1.127)

Робота iзобарного витiснення поршнем E всього газу масою m i об’ємом
V1 рiвна

A′
1 =

V1∫
0

P1dV = P1V1. (1.128)

Аналогiчно отримаємо, що

A′
2 = −P2V2. (1.129)

У цих формулах V1 i V2 – об’єми, займанi даною масою газу перед дроселем,
тобто при тиску P1 i пiсля дроселя, тобто при тиску P2. Знак мiнус у формулi
(1.129) показує, що поршень D протидiє перетiканню газу через дросель.
Таким чином, змiна внутрiшньої енергiї (див. (1.127)) рiвна

U2 − U1 = P1V1 − P2V2. (1.130)

З урахуванням (1.104) перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

H1 = U1 + P1V1 = H2 = U2 + P2V2 (1.131)
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i бачимо, що процес перетiкання газу через пористу перегородку є iзоенталь-
пiйним процесом H1 = H2 = const. Тому реальний процес Джоуля-Томсона
замiнимо уявним iзоентальпiйним процесом, що переводить газ з того ж
початкового стану P1, V1, T1 в кiнцевий стан P2, V2, T2.

Оскiльки нас цiкавить змiна температури газу, що супроводжує процес
Джоуля-Томсона (ця змiна, очевидно, буде такою ж як i в уявному iзоен-
тальпiйному процесi), знайдемо похiдну (∂T/∂P )H . Переходячи до приро-
дних для H змiнних S i P 1, маємо:(

∂T

∂P

)
H

=
∂(T,H)

∂(P,H)
=
∂(T,H)

∂(P, S)

∂(P, S)

∂(P,H)
=

=

∣∣∣∣∣∣
(
∂T
∂P

)
S

(
∂T
∂S

)
P(

∂H
∂P

)
S

(
∂H
∂S

)
P

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
(
∂P
∂P

)
H

(
∂P
∂H

)
P(

∂S
∂P

)
H

(
∂S
∂H

)
P

∣∣∣∣∣∣ =
=

[(
∂T

∂P

)
S

(
∂H

∂S

)
P

−
(
∂T

∂S

)
P

(
∂H

∂P

)
S

]
·
[(

∂S

∂H

)
P

−
(
∂P

∂H

)
P

(
∂S

∂P

)
H

]
.

Оскiльки, згiдно (1.106)
1

T
=

(
∂S

∂H

)
P

, а
(
∂P

∂H

)
P

= 0 (
(
∂S

∂P

)
H

= 0, тому

що S i P незалежнi змiннi в даному випадку), то отримаємо(
∂T

∂P

)
H

=
1

T

[(
∂T

∂P

)
S

(
∂H

∂S

)
P

−
(
∂T

∂S

)
P

(
∂H

∂P

)
S

]
.

В силу рiвностi dH = TdS + V dP (див. (1.106) i (1.107)) та врахувавши, що

1Практично перехiд вiд одних термодинамiчних змiнних до iнших зручно проводити, використовуючи

визначники-якобiани переходу

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣ = ∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
. (1.132)

З їх допомогою частиннi похiднi записуються у виглядi

(
∂u

∂x

)
y

=
∂(u, y)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂y
∂x

∂y
∂y

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∂u
∂x

∂u
∂y

0 1

∣∣∣∣∣∣ = ∂u

∂x
, (1.133)

а перехiд вiд одних змiнних до iнших здiйснюється наступним чином:

∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

∂(t, s)

∂(t, s)

∂(x, y)
. (1.134)

Якщо три величини x, y i z зв’язанi функцiональною залежнiстю f(x, y, z) = 0, то зручно використовувати

наступну тотожнiсть: (
∂z

∂x

)
y

(
∂x

∂y

)
z

(
∂y

∂z

)
x

= −1 (1.135)
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Cp
T

=

(
∂S

∂T

)
P

знаходимо

(
∂T

∂P

)
H

=
1

T

[
T

(
∂T

∂P

)
S

− V

(
∂T

∂S

)
P

]
=

(
∂T

∂P

)
S

− V

Cp
.

Скориставшись формулою(
∂T

∂P

)
S

=
∂(T, S)

∂(P, S)
=
∂(T, S)

∂(P, V )

∂(P, V )

∂(P, T )

∂(P, T )

∂(P, S)
=

T

Cp

(
∂V

∂T

)
P

знаходимо остаточно (
∂T

∂P

)
H

=
T

Cp

[(
∂V

∂T

)
P

− V

T
.

]
(1.136)

У випадку iдеального газу
(
PV = RT,

(
∂V

∂T

)
P

=
R

P
=
V

T

)
отримуємо(

∂T

∂P

)
H

= 0, тобто ефект Джоуля-Томсона вiдсутнiй.

Для дослiдження формули (1.136) у випадку реальних газiв зручно пе-
рейти в правiй частинi до змiнних T , V , користуючись спiввiдношенням
(1.135) (

∂V

∂T

)
P

= −
(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂P

)
T

,

(
∂T

∂P

)
H

= − 1

Cp

[
T

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂P

)
T

− V

]
= −(∂V/∂P )T

Cp

[
T

(
∂P

∂T

)
V

+ V

(
∂P

∂V

)
T

]
= −λ(∂V/∂P )T

Cp
.

(1.137)

Оскiльки
(
∂P
∂V

)
T
< 0, то знак похiдної

(
∂T
∂P

)
H

спiвпадає зi знаком величи-
ни λ = T

(
∂P
∂T

)
V
+ V

(
∂P
∂V

)
T
.

Розглянемо поведiнку газу, що описується рiвнянням Ван-дер-Ваальса(
P +

a

V 2

)
(V − b) = RT.

В цьому випадку(
∂P

∂V

)
T

=
R

V − b
,

(
∂P

∂V

)
T

=
2a

V 3
− RT

(V − b)2

i
λ =

2a

V 2
− RTb

(V − b)2
. (1.138)
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При λ < 0 маємо негативний ефект Джоуля-Томсона (просочування газу
крiзь перегородку супроводжується нагрiванням), при λ > 0 – позитивний
ефект (газ охолоджується) i при λ = 0 маємо так звану точку iнверсiї (змiна
знаку ефекту). Точки iнверсiї визначаються рiвнянням

λ =
2a

V 2
− RTib

(V − b)2
= 0. (1.139)

Оскiльки нас цiкавить температура iнверсiї, як функцiя тиску, виклю-
чимо з цього рiвняння об’єм за допомогою рiвняння Ван-дер-Ваальса. З
рiвняння (1.139) знаходимо

V − b

V
=

√
RTib

2a
.

Введемо позначення
√
RTib/2a = x. Тодi

V =
b

1− x
, V − b =

bx

1− x
.

Пiдставляючи в рiвняння Ван-дер-Ваальса, отримаємо для x квадратне рiв-
няння

x2 − 4

3
x+

1

3

(
1 +

Pb2

a

)
= 0

звiдки

x =
2

3

[
1± 1

2

√
1− 3Pb2

a

]
н температура iнверсiї рiвна

Ti =
8a

9Rb

[
1± 1

2

√
1− 3Pb2

a

]2
.

Вводячи критичну температуру Tк = 8a/27Rb i критичний тиск Pк =
a/27b2, перепишемо останню формулу у виглядi

Ti = 3Tк

[
1± 1

2

√
1− P

9Pк

]2
. (1.140)

Ми бачимо, що при P < 9Pк iснують двi точки iнверсiї: верхня Ti i нижня Ti,
рiзниця мiж якими зменшується iз зростанням тиску; при P = 9Pк обидвi
точки iнверсiї зливаються в одну T̃i = 3Tк. Навпаки, при P → 0 маємо

Ti →
27

4
Tк; Ti →

3

4
Tк. Для бiльшостi газiв нижня точка iнверсiї знаходиться

в областi рiдкого стану.
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Задача 1.9. Фотонний газ, що має температуру T , знаходиться в об’ємi
V . Величину цього об’єму рiзко збiльшують на △V ≪ V , здiйснюючи необо-
ротний адiабатичний процес. Вважаючи, що фотонний газ не виконує при
даному процесi роботи, визначити змiну його температури △T . Розв’я-
зати задачу для випадку оборотного адiабатичного розширення фотонно-
го газу. При розв’язуванi задачi використовувати вирази для внутрiшньої
енергiї U = 3αT 4V та ентропiї S = 4αT 3V фотонного газу.

Розв’язок.

Оскiльки даний необоротний адiабатичний процес вiдбувається без те-
плообмiну з навколишнiм середовищем △Q = 0, i, вiдповiдно до умови за-
дачi, вважається, що при його протiканнi робота не здiйснюється A = 0,
то з першого початку термодинамiки випливає, що внутрiшня енергiя фо-
тонного газу зберiгається: U(V, T ) = const. Оскiльки dU(V, T ) є повним
диференцiалом, то маємо:

dU =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV = 12αT 3V dT + 3αT 4dV = 0.

У випадку скiнченої змiни параметрiв стану матимемо:

△U = 12αT 3V△T + 3αT 4△V = 0.

Звiдки знаходимо:

△T = − T

4V
△V.

Для оборотного адiабатичного процесу повинна зберiгатися ентропiя
фотонного газу: S(V, T ) = const. Тому

dS =

(
∂S

∂T

)
V

dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV = 12αT 2V dT + 4αT 3dV = 0,

△S = 12αT 2V△T + 4αT 3△V = 0

або

△T = − T

3V
△V.

Як випливає з одержаних результатiв, охолодження фотонного газу за-
лежить вiд того, який адiабатичний процес (оборотний чи необоротний)
над ним виконується. При цьому оборотне адiабатичне розширення забез-
печує бiльш iнтенсивне охолодження фотонного газу, нiж необоротне.
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1.15. Системи iз змiнним числом частинок. Хiмiчний по-

тенцiал
Крiм термодинамiчних функцiй важливою величиною в термодинамi-

цi та iнших роздiлах фiзики є хiмiчний потенцiал. Для зручностi викладу
введемо кiлькiсть частинок системи N .

Нехай проста система складається з N частинок одного сорту i припустi-
мо, що ця кiлькiсть змiнна, тобто система може обмiнюватися частинками
iз середовищем. Тодi внутрiшня енергiя системи U буде функцiєю об’єму V ,
ентропiї S i кiлькостi частинок N , отже,

dU(V, S,N) =

(
∂U

∂V

)
S,N

dV +

(
∂U

∂S

)
V,N

dS +

(
∂U

∂N

)
S,V

dN. (1.141)

Враховуючи (1.94) i (1.95) та ввiвши позначення

µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

, (1.142)

отримаємо
dU = TdS − PdV + µdN. (1.143)

Функцiю µ називають хiмiчним потенцiалом. Iз (1.143) випливає, що
хiмiчний потенцiал дорiвнює змiнi внутрiшньої енергiї системи у разi змiни
кiлькостi її частинок за умови незмiнної ентропiї та об’єму.

За допомогою (1.143) знайдемо спiввiдношення

dF = −SdT − PdV + µdN, µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

; (1.144)

dH = TdS + V dP + µdN, µ =

(
∂H

∂N

)
S,P

; (1.145)

dΦ = −SdT + V dP + µdN, µ =

(
∂Φ

∂N

)
T,P

. (1.146)

Отже, хiмiчний потенцiал можна отримати диференцiюванням довiльної
термодинамiчної функцiї за кiлькiстю частинок, але за умови незмiнностi
iнших параметрiв.

Якщо система складається з частинок рiзного сорту, тодi

dU = TdS − PdV +
∑
i

µidNi. (1.147)

де

µi =

(
∂U

∂Ni

)
S,V,Nj

, (j ̸= i)− (1.148)
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хiмiчний потенцiал частинок i-го сорту.
Термодинамiчнi функцiї адитивнi. Тому можна записати

Φ = Φ(P, T,N) = NΦ0(P, T ), (1.149)

де Φ0(P, T ) – термодинамiчний потенцiал Гiббса, вiднесений до однiєї ча-
стинки. Тут враховано, що температура T i тиск P – не адитивнi величини,
отже, не залежать вiд N . Iз (1.146) i (1.149) випливає, що

µ = µ(T, P ) =

(
∂Φ

∂N

)
T,P

= Φ0(P, T ) =
Φ

N
, (1.150)

тобто хiмiчний потенцiал збiгається з термодинамiчним потенцiалом Гiббса,
вiднесеним до однiєї частинки.

У випадку систем зi змiнною кiлькiстю частинок часто використовують
термодинамiчну функцiю

G = F (V, T )− µN = U − TS − µN, (1.151)

яку називають великим термодинамiчним потенцiалом Гiббса. Врахо-
вуючи, що µN = Φ(P, T ) = U − TS + PV , можна записати

G = −PV. (1.152)

На пiдставi (1.151) i (1.144) маємо

dG = dF − d(µN) = −SdT − PdV + µdN −Ndµ− µdN =

= −SdT − PdV −Ndµ, (1.153)

тобто
G = G(T, V, µ). (1.154)

Тодi оскiльки dG є повним диференцiалом, то

dG(T, V, µ) =

(
∂G

∂T

)
V,µ

dT +

(
∂G

∂V

)
T,µ

dV +

(
∂G

∂µ

)
T,V

dµ. (1.155)

Iз (1.153) i (1.155) випливає, що

S = −
(
∂G

∂T

)
V,µ

; P = −
(
∂G

∂V

)
T,µ

; N = −
(
∂G

∂µ

)
T,V

. (1.156)

1.16. Стержень у зовнiшньому магнiтному полi. Явище

магнiтострикцiї та п’єзомагнiтний ефект
Перейдемо тепер вiд розгляду термодинамiчних властивостей однорi-

дних систем, що описуються параметрами P , V , до розгляду iнших термо-
динамiчних систем.
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В якостi першого прикладу розглянемо стержень довжини l, що розтя-
гується повздовжньою силою f . Робота, що виконується при розтягуваннi
стержня на величину dl, виражається формулою

δA = −f dl. (1.157)

Порiвнюючи з формулою роботи для газiв δA = PdV , ми бачимо, що
для переходу вiд спiввiдношень термодинамiки газiв до спiввiдношень тер-
модинамiки стрижнiв потрiбно у всiх формулах зробити замiну

P → −f, V → l. (1.158)

Таким чином, роль узагальненої сили в термодинамiцi стержнiв виконує
величина −f , а роль узагальненої координати – довжина стрижня l. Тодi
основна термодинамiчна тотожнiсть (1.69) запишеться у виглядi

dU(S, l) = TdS + f dl. (1.159)

Далi розглянемо парамагнетики – речовини, якi намагнiчуються тiльки
у присутностi зовнiшнього магнiтного поля i для яких напрям намагнiчено-
стi спiвпадає з напрямом зовнiшнього поля.

З молекулярної точки зору парамагнетиком є речовина, кожна молеку-
ла якої має постiйний магнiтний момент. У вiдсутнiсть зовнiшнього поля
орiєнтацiя магнiтних моментiв окремих молекул хаотична i в середньому
сума магнiтних моментiв рiвна нулю. Включення магнiтного поля з напру-
женiстю H⃗ приводить до домiнуючої орiєнтацiї магнiтних диполiв вздовж
напряму поля i до виникнення вiдмiнного нуля магнiтного моменту парама-
гнетика M⃗ . Ця величина носить назву вектора намагнiченостi. Iз зроста-
нням напруженостi поля H⃗ i зменшенням iнтенсивностi теплового руху (iз
зменшенням T ) степiнь орiєнтацiї елементарних магнiтних диполiв збiль-
шується. Спостерiгається ефект насичення (гранична намагнiченiсть)

lim
H→∞

M =M0.

Кожному фiксованому значенню напруженостi поля H⃗ i заданiй темпера-
турi T вiдповiдає промiжне значення намагнiченостi мiж M = 0 i M =M0.
Робота намагнiчування при змiнi вектора намагнiченостi на dM⃗ рiвна, як
вiдомо з електродинамiки

δA = −H⃗ dM⃗ = −H dM. (1.160)

Знак мiнус в (1.160) вказує (так само, як у випадку стержнiв) на, що робота
при dM > 0 виконується зовнiшнiм полем. Таким чином, мiж параметрами
термодинамiки газiв i термодинамiки магнетикiв iснує наступна вiдповiд-
нiсть

P → −H, V →M. (1.161)
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З урахуванням цього (вважаючи V = const), основна термодинамiчна
тотожнiсть (1.69) для магнетика запишеться у виглядi

dU(S,M) = TdS +H dM. (1.162)

Розглянемо тепер стержень (парамагнiтний) в магнiтному полi. Вираз
для роботи має вигляд

δA = −f dl −H dM. (1.163)

Для розгляду тих фiзичних ефектiв, що нас цiкавлять зручно перейти
вiд змiнних l, M до змiнних f i H. Для цього згiдно (1.118) введемо енталь-
пiю (щоб не плутати з магнiтним полем H, будемо її тут позначати не H, а
W )

W = U − fl −HM, dW = T dS − l df −M dH. (1.164)

Умовою того, що права частина є повним диференцiалом (при S = const),
є рiвнiсть (

∂l

∂H

)
S,f

=

(
∂M

∂f

)
S,H

. (1.165)

Похiдна
(
∂l
∂H

)
S,f

характеризує явище магнiтострикцiї: деформацiю
стержня (видовження або скорочення) при змiнi магнiтного поля. Похiдна(
∂M
∂f

)
S,H

пов’язана з п’єзомагнiтним ефектом – ефектом намагнiчування

(розмагнiчування) стержня при дiї розтягуючої (стискуючої) сили. Спiв-
вiдношення (1.165) без жодного аналiзу внутрiшнього (молекулярного) ме-
ханiзму явищ вказує на глибокий фiзичний зв’язок цих ефектiв. Магнiто-
стрикцiя та п’єзомагнiтний ефект можуть iснувати тiльки одночасно, тобто
якщо для деякого стержня

(
∂M
∂f

)
S,H

= 0, то i
(
∂l
∂H

)
S,l

= 0.

Далi, спiввiдношення (1.165) вказує на зв’язок мiж напрямками обох
ефектiв. Якщо при збiльшеннi розтягуючої сили намагнiченiсть стержня
зростає

(
∂M
∂f

)
S,H

> 0 то стержень видовжується при збiльшеннi напруже-

ностi поля
(
∂l
∂H

)
S,l

> 0 i навпаки. У природi iснують тiла i того, i iншого
типу.

Умови (при f = const)(
∂T

∂H

)
S,f

= −
(
∂M

∂S

)
H,f

(1.166)

i (при H = const) (
∂T

∂f

)
S,H

= −
(
∂l

∂S

)
H,f

. (1.167)

описують iншi ефекти: охолодження при адiабатичному розмагнiчуван-
нi (1.166) i змiну температури стержня при адiабатичному розтягуваннi
(1.167).

56



Задача 1.10. Стержень довжиною l, розтягується силою f i розташова-
ний вздовж магнiтного поля напруженiстю H⃗. Вiдомо, що його намагнi-
ченiсть рiвна

M =
alH

f
, a = const.

Знайти вiдносне видовження стержня при лiнiйнiй магнiтострикцiї, якщо
поле змiнюється вiд 0 до H.

Розв’язок.

Ввiвши ентальпiю (1.164) та скориставшись виразом (1.165) отримаємо
спiввiдношення (

∂l

∂H

)
f

=

(
∂M

∂f

)
H

,

яке зв’язує явище магнiтострикцiї з п’єзомагнiтним ефектом.
Скориставшись виразом для намагнiченостi M , одержимо:

∂l

∂H
= aH

∂

∂f

(
l

f

)
= aH

[
1

f

∂l

∂f
− l

f 2

]
= −aHl

f 2

[
1− f

l

∂l

∂f

]
.

Ввiвши позначення α = 1
l
∂l
∂f – коефiцiєнт пружностi при розтязi, будемо

мати
∂l

∂H
= − al

f 2
[1− fα]H.

Вiдокремимо змiннi в одержаному рiвняннi та проiнтегруємо його лiву та
праву частини

l+△l∫
l

dl

l
= − a

f 2
[1− fα]

H∫
0

HdH,

де △l – абсолютне видовження стержня

ln

(
l +△l
l

)
= ln

(
1 +

△l
l

)
= −a

2

H2

f 2
[1− αf ] .

при △l
l ≪ 1, ln

(
1 + △l

l

)
≈ △l

l , тодi остаточно отримуємо вираз для вiдно-

сного видовження стержня

△l
l

= −a
2

H2

f 2
[1− αf ] .
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Задача 1.11. Магнетик у магнiтному полi H⃗ i знаходиться пiд тиском P .
Вивести залежнiсть мiж об’ємною магнiтострикцiєю

(
∂V
∂H

)
P

та п’єзома-
гнiтним ефектом

(
∂M
∂P

)
H

для iзотермiчного (оборотного) намагнiчування.
Обчислити вiдносну змiну об’єму при магнiтострикцiї у слабкому полi, що
збiльшується вiд 0 до H.

Розв’язок.

З урахуванням (1.162) змiна внутрiшньої енергiї магнетика запишеться
у виглядi

dU(S,M) = TdS − PdV +H dM.

В даному випадку при розглядi об’ємної магнiтострикцiї зручно ввести
термодинамiчний потенцiал Гiбса (аналогiчно до виразу (1.111)):

Φ(P, T,H) = U − TS + PV −MH.

Його диференцiал (див. (1.110)) рiвний:

dΦ = −SdT + V dP −MdH.

При T = const з умови iснування повного диференцiала термодинамiчного
потенцiалу Гiбса ∂2Φ

∂P∂H = ∂2Φ
∂H∂P (див. формулу (1.113)) знаходимо зв’язок

мiж явищем магнiтострикцiї та п’єзомагнiтним ефектом:(
∂V

∂H

)
P,T

= −
(
∂M

∂P

)
T,H

.

Намагнiченiсть представимо у виглядi

M = χHV,

де χ – магнiтна сприйнятливiсть, а V – об’єм магнетика. Тодi матимемо(
∂V

∂H

)
P

= −
(
∂M

∂P

)
H

= −∂(χHV )

∂P
= −H∂(χV )

∂P
= −H

[
V
∂χ

∂P
+ χ

∂V

∂P

]
.

Ввiвши iзотермiчну стисливiсть β = − 1
V
∂V
∂P , отримаємо(

∂V

∂H

)
P

= −H
[
V
∂χ

∂P
− χβV

]
= V H

[
βχ− ∂χ

∂P

]
.

Вiдокремивши змiннi в рiвняннi

dV

V
=

[
βχ− ∂χ

∂P

]
HdH
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та проiнтегрувавши

V+△V∫
V

dV

V
=

[
βχ− ∂χ

∂P

] H∫
0

HdH,

де △V – змiна об’єму магнетика, одержимо:

ln

(
1 +

△V
V

)
=

[
βχ− ∂χ

∂P

]
H2

2
.

При малих змiнах об’єму △V
V ≪ 1, будемо маємо

△V
V

=
H2

2

[
βχ− ∂χ

∂P

]
.

1.17. Умови термодинамiчної рiвноваги
Згiдно з нульовим началом термодинамiки (див. стор. 9), замкнена си-

стема з часом завжди переходить до рiвноважного стану, але дослiднi данi
свiдчать, що й незамкнена система за певних зовнiшнiх умов може перебу-
вати в рiвноважному станi. У зв’язку з цим розглянемо питання про умови
термодинамiчної рiвноваги незамкнених систем за рiзних зовнiшнiх факто-
рiв.

У загальному випадку другий закон термодинамiки має вигляд (1.65)

dS > δQ

T
,

де знак "=" стосується оборотних, а знак ">" – необоротних процесiв, то-
му δQ 6 TdS. Пiдставляючи це значення δQ у перший закон термодинамi-
ки для простої системи (1.10), дiстанемо основну термодинамiчну рiвнiсть-
нерiвнiсть (1.68)

dU 6 TdS − PdV,

за допомогою якої замiсть (1.98), (1.105) i (1.110) отримаємо спiввiдношення

dF 6 −SdT − PdV, (1.168)

dH 6 TdS + V dP, (1.169)
dΦ 6 −SdT + V dP. (1.170)

Iз (1.68), (1.168) – (1.170) випливає низка важливих висновкiв, якi сто-
суються загальних умов рiвноваги незамкнених систем та iнших питань.
Розглянемо стосовно умов термодинамiчної рiвноваги кiлька випадкiв.

1. Система замкнена. Тодi згiдно з першим та другим законом термо-
динамiки у системi можливi процеси зi зростанням ентропiї, внаслiдок яких
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встановлюється стан термодинамiчної рiвноваги, тобто S = Smax. Тому не-
обхiднi та достатнi умови рiвноваги замкненої системи записують як

δS = 0, δ2S < 0, (1.171)

де δS i δ2S – перша i друга варiацiї ентропiї2.
2. Система незамкнена, iзотермiчно-iзохорна. У цьому випадку

dT = 0, dV = 0 i спiввiдношення (1.168) набуває вигляду

dF 6 0, (1.172)

з якого випливає, що в системi можливi процеси зi зменшенням вiльної енер-
гiї. В рiвноважному станi F = Fmin. Тому умови рiвноваги мають вигляд

δF = 0, δ2F > 0. (1.173)

3. Система незамкнена, iзотермiчно-iзобарна (dT = 0, dP = 0).
Тодi на пiдставi (1.170) отримаємо

dΦ 6 0. (1.174)

Отже, в рiвноважному станi Φ = Φmin, а умови рiвноваги записують як

δΦ = 0, δ2Φ > 0. (1.175)

4. Система незамкнена, iзоентропiйно-iзобарна (dS = 0, dP = 0).
У цьому разi, згiдно з (1.169),

dH 6 0. (1.176)

Тому в рiвноважному станi H = Hmin, а умови рiвноваги мають вигляд

δH = 0, δ2H > 0. (1.177)

5. Система незамкнена, iзоентропiйно-iзохорна (dS = 0, dV = 0).
Тодi на пiдставi (1.68)

dU 6 0. (1.178)

Отже, в рiвноважному станi U = Umin, а умови рiвноваги записують так:

δU = 0, δ2U > 0. (1.179)

2Якщо функцiя f(x) є дiйсною та має неперервну похiдну першого порядку на вiдрiзку [a, b], то варiацiя

функцiї δf на цьому вiдрiзку обчислюється за формулою: δf =
b∫
a

|f ′| dx.
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1.18. Рiвновага фаз i фазовi переходи. Рiвняння

Клапейрона-Клаузiуса
Термодинамiчна система може бути однорiдною або неоднорiдною. При

цьому вона складається з кiлькох однорiдних частин, вiдокремлених одна
вiд одної видимими поверхнями подiлу. З цього погляду всi термодинамiчнi
системи подiляють на два класи – гомогеннi та гетерогеннi.

Гомогенною називають однорiдну систему, фiзичнi властивостi якої
однаковi в усiх точках. Прикладами таких систем є гази або сумiш газiв,
рiдини, розчини тощо.

Гетерогенною є система, що складається з кiлькох гомогенних частин,
на межi яких фiзичнi властивостi змiнюються стрибкоподiбно. Гетерогеннi
системи називають ще двофазними, трифазними i т. д.

Фазою називають фiзично однорiдну (гомогенну) частину системи, яка
вiдрiзняється своїми фiзичними властивостями вiд iнших її частин i вiд-
окремлена вiд них чiткою межею подiлу. Рiзними фазами системи є рiзнi
агрегатнi стани речовини (газ, рiдина, тверде тiло), рiзнi кристалiчнi моди-
фiкацiї твердого тiла, рiзнi магнiтнi й електричнi стани (пара- i феромагне-
тики, провiдники i надпровiдники) тощо.

Велике значення має також поняття компонента. Компонент – це ча-
стина системи, вмiст якої не залежить вiд вмiсту iнших частин. Наприклад,
повiтря – це однофазна система, але вона має кiлька компонент – кисень,
азот, вуглекислий газ i т. д. Якщо з повiтря видалити кисень, це не вплине
на вмiст азоту, i навпаки. Система вода–лiд двофазна, але однокомпонен-
тна (компонент Н2О). У цьому разi, якщо видалити, наприклад, кисень,
видалиться також i водень.

Для визначення умов рiвноваги гетерогенної системи спочатку розгля-
немо однокомпонентну двофазну систему, яку вважатимемо замкненою. За-
гальнi умови її рiвноваги мають вигляд (1.171)

δS = 0, δ2S < 0.

Позначимо ентропiї двох фаз як S1 i S2. Тодi на пiдставi їх адитивностi
запишемо

δS = δ(S1 + S2) = δS1 + δS2 = 0 (1.180)
Фази можуть обмiнюватися частинками, тому застосуємо до них основне

рiвняння термодинамiки (1.143), на пiдставi якого отримаємо

δS1 =
1

T1
δU1 +

P1

T1
δV1 −

µ1
T1
δN1,

δS2 =
1

T2
δU2 +

P2

T2
δV2 −

µ2
T2
δN2,

отже, (1.180) набуває вигляду

1

T1
δU1 +

1

T2
δU2 +

P1

T1
δV1 +

P2

T2
δV2 −

µ1
T1
δN1 −

µ2
T2
δN2 = 0. (1.181)
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Внутрiшня енергiя U = U1+U2, об’єм V = V1+V2 та кiлькiсть частинок
N = N1 +N2 замкненої системи є сталими величинами, тому

δU = δU1 + δU2 = 0,

δV = δV1 + δV2 = 0,

δN = δN1 + δN2 = 0,

або
δU2 = −δU1, δV2 = −δV1, δN2 = −δN1. (1.182)

З урахуванням (1.182) рiвняння (1.181) запишемо так:(
1

T1
− 1

T2

)
δU1 +

(
P1

T1
− P2

T2

)
δV1 +

(
µ2
T2

− µ1
T1

)
δN1 = 0. (1.183)

Варiацiї δU1, δV1 та δN1 вiдмiннi вiд нуля, тому нулю дорiвнюють усi три
вирази в дужках. Отже,

T1 = T2, P1 = P2, µ1 = µ2. (1.184)

Таким чином, умови рiвноваги двофазної однокомпонентної системи по-
лягають в рiвностi температур i тискiв фаз та в рiвностi хiмiчних потенцi-
алiв компонент в обох фазах.

Умови рiвноваги (1.184) мають простий фiзичний змiст. Рiвнiсть тем-
ператур означає термiчну (теплову) рiвновагу, рiвнiсть тискiв – механiчну
рiвновагу, а рiвнiсть хiмiчних потенцiалiв – дифузну (динамiчну) рiвновагу.
З рiвностi хiмiчних потенцiалiв

µ1(T, P ) = µ2(T, P ) (1.185)

випливає залежнiсть
P = P (T ) (1.186)

мiж тиском i температурою, за яких двi фази перебувають у станi рiвноваги.
Криву, яка вiдповiдає залежностi (1.186) на дiаграмi PT , називають

кривою рiвноваги фаз. Її схематично зображено на рис. 1.10
Двi фази рiвноважнi лише за тих значень температури i тиску, якi вiдпо-

вiдають точкам кривої. Всi iншi значення T i P вiдповiдають рiвноважному
стану системи або у виглядi фази 1, або у виглядi фази 2. Прикладом є
система рiдина–насичена пара. У цьому випадку фаза 1 – це насичена пара,
фаза 2 – рiдина, а функцiя P (T ) визначає температурну залежнiсть тиску
насиченої пари.

У станi B система однофазна (рiдина). При iзобарному зростаннi тем-
ператури (процес BC) в точцi A утворюється фаза 1 (насичена пара) i за
сталої температури T1 вiдбувається перехiд речовини iз фазового стану 2 у
фазовий стан 1 (рiдина переходить у насичену пару). Цей процес називають
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Рис. 1.10

фазовим переходом, пiсля чого система знову стає однофазною (насичена
пара).

Рiвняння, за допомогою якого визначають функцiю P (T ), можна знайти
iз умови (1.185). На її пiдставi можна записати(

∂µ1
∂T

)
P

dT +

(
∂µ1
∂P

)
T

dP =

(
∂µ2
∂T

)
P

dT +

(
∂µ2
∂P

)
T

dP. (1.187)

Iз (1.187) випливає рiвняння

dP

dT
=

(
∂µ2
∂T

)
P

−
(
∂µ1
∂T

)
P(

∂µ1
∂P

)
T

−
(
∂µ2
∂P

)
T

. (1.188)

Згiдно з (1.150) та (1.112) i (1.113)(
∂µ

∂T

)
P

=
∂

∂T

(
Φ

N

)
P

=
1

N

(
∂Φ

∂T

)
P

= − S

N
,

(
∂µ

∂P

)
T

=
∂

∂P

(
Φ

N

)
T

=
1

N

(
∂Φ

∂P

)
T

=
V

N

тому замiсть (1.188) можна записати рiвняння

dP

dT
=
S1 − S2

V1 − V2
= − △S

V1 − V2
. (1.189)

Дослiднi данi доводять, що фазовий перехiд вiдбувається за сталої темпе-
ратури. Тодi

△S =
Q

T
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i
dP

dT
=

−Q
T (V1 − V2)

, (1.190)

де Q – кiлькiсть теплоти, отримана системою пiд час фазового переходу
деякої маси речовини m iз фази 1 у фазу 2, а V1 i V2 – вiдповiдно об’єми
маси m у фазових станах 1 i 2.

Проте частiше користуються кiлькiстю теплоти λ = −Q, видiленої пiд
час фазового переходу, яку називають теплотою переходу. Її зазвичай
вiдносять або до одиницi маси (питома теплота переходу), або до одного
моля (молярна теплота переходу). Тодi рiвняння (1.190) набуває вигляду

dP

dT
=

λ

T (V1 − V2)
(1.191)

i його називають рiвнянням Клапейрона-Клаузiуса. За його допомогою
можна знайти функцiю P (T ), яка визначає криву рiвноваги фаз або зале-
жнiсть температури фазового переходу вiд тиску.

В загальному випадку рiвняння (1.191) не розв’язується, оскiльки ве-
личини λ, V1 i V2 є функцiями температури, якi в рiзних випадках мають
рiзний вигляд. Проте у деяких випадках можливi певнi спрощення, внаслi-
док чого рiвняння можна розв’язати.

Для прикладу застосуємо рiвняння Клапейрона-Клаузiуса до рiвнова-
жної системи рiдина – насичена пара та розглянемо фазовий перехiд наси-
чена пара → рiдина, при якому, як показують дослiднi данi, видiляється
теплота переходу (λ > 0). У цьому випадку V1 – об’єм 1 моля насиченої
пари, а V2 – об’єм 1 моля рiдини.

Якщо стан системи не близький до критичного, то V2 ≪ V1 = V i можна
вважати, що V1 − V2 ≃ V , тобто

dP

dT
=

λ

TV
.

Застосовуючи до насиченої пари рiвняння стану iдеального газу PV =
RT , отримаємо рiвняння

dP

dT
=

λP

RT 2
(1.192)

Для невеликого iнтервалу температур теплоту переходу λ будемо вважати
сталою величиною. Тодi рiвняння (1.192) можна розв’язати методом вiд-
окремлення змiнних

dP

P
=
λ

R

dT

T 2
,

пiсля чого знаходимо
P = Ce−

λ
RT , (1.193)

де C – стала iнтегрування. Сталу C можна знайти, якщо вiдомий тиск P0

при деякому значеннi температури T0. Тодi

P0 = Ce−
λ

RT0 .
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Виражаючи
C = P0e

λ
RT0 ,

знаходимо

P = e
λ
T

(
1
T0

− 1
T

)
. (1.194)

Iз (1.193) або (1.193) випливає, що у разi зростання температури тиск
насиченої пари також зростає.

Задача 1.12. У таблицi приведено значення тиску насиченої пари азоту
при трьох температурах.

t, ◦C P , мм. рт. ст.

−195 833

−196 741

−197 657

Користуючись ними, обчислити питому теплоту випаровування рiдкого
азоту λ при температурi t = −196 ◦C. Вважати, що газоподiбний азот аж
до температури конденсацiї описується рiвнянням Менделєєва-Клапейрона.
Питомим об’ємом рiдкого азоту знехтувати у порiвняннi з об’ємом газо-
подiбного азоту.

Розв’язок.

Нехай V1 – питомий об’єм газоподiбного азоту, а V2 – питомий об’єм рiдкого
азоту, згiдно умови задачi V2 ≪ V1 = V i можна вважати, що V1−V2 ≃ V ,
тодi рiвняння Клапейрона-Клаузiуса (1.191) набуває вигляду:

dP

dT
=

λ

TV
.

Оскiльки газоподiбний гелiй описується рiвнянням Менделєєва-
Клапейрона (для одиничної маси)

PV =
1

µ
RT ⇒ V =

RT

µP
,

то
dP

dT
=
λµP

RT 2
. (1.195)

Звiдки знаходимо питому теплоту випаровування рiдкого азоту

λ =
RT 2

µ

(
1

P

dP

dT

)
.

Пiдставляючи числовi значення одержуємо λ = Дж/кг.
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Задача 1.13. У закритiй посудинi об’ємом 5 л знаходиться 1 кг води при
температурi T = 373 К. Простiр над водою заповнений насиченою па-
рою (повiтря вiдкачано). Знайти збiльшення маси насиченої пари △m при
пiдвищеннi температури на △T = 1 К. Питома теплота пароутворен-
ня води при T = 373 К i нормальному тиску P = 101, 3 кПа становить
λ = 2, 257× 103 кДж/кг.

Розв’язок.

Нехай v1 – питомий об’єм насиченої пари, а v2 – питомий об’єм рi-
дини (води), будемо вважати, що v2 ≪ v1 i v1 − v2 ≃ v1, тодi рiвняння
Клапейрона-Клаузiуса (1.191) набуває вигляду:

dP

dT
=

λ

T (v1 − v2)
≈ λ

Tv1
=
λm

TV1
,

де m – маса насиченої пари, а V1 – її об’єм. Згiдно умови задачi V1 = V , де
V – об’єм посудини. Тодi маємо:

dP

dT
=
λm

TV
.

Якщо вважати, що насичена пара описується рiвнянням Менделєєва-
Клапейрона PV = m

µRT , то повна змiна тиску насиченої пари за сталого
об’єму V буде рiвна:

dP =
∂P

∂m
dm+

∂P

∂T
dT =

RT

µV
dm+

mR

µV
dT.

Звiдки
dP

dT
=
RT

µV

dm

dT
+
mR

µV
.

Пiдставивши одержане значення dP/dT в рiвняння Клапейрона-Клаузiуса
будемо мати

RT

µV

dm

dT
+
mR

µV
=
λm

TV
.

З цього спiввiдношення знаходимо змiну маси насиченої пари iз змiною
температури

dm

dT
=

(
λm

TV
− mR

µV

)
µV

RT
.

Врахувавши, що
m

V
=
µP

RT
остаточно одержимо:

dm

dT
=

(
λµP

RT 2
− P

µT

)
µV

RT
=
µV P

RT 2

(
λµ

RT
− 1

)
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або
dm =

µV P

RT 2

(
λµ

RT
− 1

)
dT.

Перейшовши до скiнчених приростiв маси i температури будемо мати:

△m =
µV P

RT 2

(
λµ

RT
− 1

)
△T.

Пiдставивши числовi значення фiгуруючих фiзичних величин з умови задачi
(µ = 0, 018 кг/моль, R = 8, 314 Дж/(мольК)), знаходимо: △m = 0, 095 г.

Задача 1.14. У закритiй посудинi при температурi t = 20 ◦C знаходиться
вологе повiтря з вiдносною вологiстю f = 80%. На скiльки градусiв треба
знизити температуру стiнок посудини, щоб на них почала випадати роса?
Питома теплота паротворення води при 20 ◦C λ = 2, 512 × 103 кДж/кг.
Водяну пару розглядати як iдеальний газ.

Розв’язок.

Для наближеної оцiнки в рiвняннi (1.195) замiнимо похiдну dP/dT вiд-
ношенням кiнцевих приростiв. Отримаємо

T2 − T1
P2 − P1

=
RT 2

1

λµP1,

де P1 i P2 – тиск насиченої пари при температурах T1 i T2. Тиск пари в
повiтрi при температурi T1 i вiдноснiй вологостi f буде рiвний P = fP1 (за
означенням вiдносна вологiсть рiвна f = P/P1). При температурi T1 пара
є ненасиченою. Для того, щоб вона стала насиченою (на стiнках посудини
з’явилася роса) її треба охолодити до температури T2 (точка роси). Процес
охолодження вiдбувається в закритiй посудинi при сталому об’ємi V =
const, тому

P2

T2
=
P

T1
⇒ P2

T2
=
fP1

T1
⇒ P2 = fP1

T2
T1
.

Пiдставимо цi значення в попереднє спiввiдношення

T2 − T1 =
RT 2

1

λµP1

(
fP1

T2
T1

− P1

)
=
RT 2

1

λµ

(
f
T2
T1

− 1

)
,

T2 − T1 =
RT1
λµ

(fT2 − T1) ,

T2

(
RT1f

λµ
− 1

)
= −T1

(
1− RT1

λµ

)
,

T2 = −T1
λµ−RT1
RT1f − λµ

,

T2 − T1 + T1 = −T1
λµ−RT1
RT1f − λµ

.
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Остаточно маємо

T2 − T1 =
f − 1

λµ−RT1f
RT 2

1 .

Пiдставляючи числовi значення фiзичних величин (T1 = 293 К, µ = 0, 018
кг/моль, R = 8, 314 Дж/(мольК)), знаходимо: T2 − T1 = −3, 3 К.

Для знаходження бiльш точного розв’язку у формулi (1.195) вiдокреми-
мо змiннi та проiнтегруємо:

P2∫
P1

dP

P
=
λµ

R

T2∫
T1

dT

T 2
,

ln

(
fP1

T2
T1

P1

)
= −λµ

R

(
1

T2
− 1

T1

)
,

ln

(
f
T2
T1

)
=

λµ

RT1T2
(T2 − T1) ,

T2 − T1 =
RT1T2
λµ

ln

(
f
T2
T1

)
.

Пiдставляючи числовi значення, перетворимо це рiвняння до виду

T2 − T1 = 0, 0539T2 ln

(
f
T2
T1

)
. (1.196)

Для знаходження розв’язку цього рiвняння застосовуємо метод послiдов-
них наближень. У нульовому наближеннi покладемо T2 = T1. Користую-
чись цим, знаходимо перше наближення:

T2 − T1 = 0, 0539T1 ln f = −3, 52K.

Обчисливши звiдси T2 i пiдставивши в праву частину рiвняння (1.196), зна-
йдемо друге наближення: T2 − T1 = −3, 66705 К. Продовжуючи так да-
лi, отримаємо третє наближення: T2 − T1 = −3, 67313 К, четверте на-
ближення: T2 − T1 = −3, 67360 К. З точнiстю до трьох значущих цифр
T2 − T1 = −3, 67 К. Таким чином, замiна похiдної dP/dT вiдношенням кiн-
цевих приростiв приводить до помилки ∼ 10%.

1.19. Правило фаз Гiббса. Потрiйна точка
З огляду на вищесказане в попередньому параграфi виникає запитання:

скiльки фаз можуть одночасно перебувати у станi термодинамiчної рiвно-
ваги? Для вiдповiдi на це запитання спочатку узагальнимо умови рiвноваги
фаз (1.184) на систему, яка складається з n фаз та r компонентiв.
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У станi термодинамiчної рiвноваги мають бути однаковими температура
i тиск у всiх фазах:

T1 = T2 = . . . = Tn; P1 = P2 = . . . = Pn. (1.197)

Крiм того, мають бути однаковими хiмiчнi потенцiали кожного компо-
нента в усiх фазах, тобто можна записати систему рiвнянь

µ
(1)
1 = µ

(1)
2 = . . . = µ

(1)
n ;

µ
(2)
1 = µ

(2)
2 = . . . = µ

(2)
n ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.198)
µ
(r)
1 = µ

(r)
2 = . . . = µ

(r)
n ,

в яких верхнiй iндекс – номер компонента, а нижнiй – номер фази. Кiлькiсть
незалежних рiвнянь у рядку дорiвнює n − 1, тому кiлькiсть незалежних
рiвнянь у (1.198) дорiвнює r(n− 1).

Змiнними, вiд яких залежать хiмiчнi потенцiали, вважатимемо темпера-
туру T i тиск P , якi однаковi в усiх фазах, а також вiдноснi концентрацiї
компонентiв у кожнiй фазi. Кiлькiсть компонентiв дорiвнює r, тому i кiль-
кiсть концентрацiй дорiвнює r, але сума вiдносних концентрацiй у фазi до-
рiвнює одиницi, отже, кiлькiсть незалежних концентрацiй у фазi дорiвнює
r− 1, а в усiх фазах – n(r− 1). Враховуючи температуру i тиск, отримаємо
кiлькiсть незалежних параметрiв, що характеризують стан системи, рiвною
n(r − 1) + 2. Оскiльки в станi термодинамiчної рiвноваги цi параметри за-
довiльняють r(n − 1) рiвнянь (1.198), то число вiльних параметрiв N , якi
можна змiнювати, непорушуючи рiвноваги (число термодинамiчних степе-
ней свободи), рiвне n(r − 1) + 2− r(n− 1), тобто

N = 2 + r − n. (1.199)

Так як за своїм змiстом N є невiд’ємним числом (N > 0), то

n 6 r + 2. (1.200)

Спiввiдношення (1.200) визначає кiлькiсть фаз, якi можуть перебувати
у станi рiвноваги, i його називають правилом фаз Гiббса.

Згiдно з правилом фаз Гiббса, в однокомпонентнiй системi максималь-
на кiлькiсть рiвноважних фаз дорiвнює трьом. Прикладом такої системи є
система вода–лiд–насичена пара.

У випадку однокомпонентної трифазної системи умову рiвноваги фаз
(1.197) i (1.198) записують так:

T1 = T2 = T3 = T ; P1 = P2 = P3 = P ;

µ1 = µ2 = µ3.
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Оскiльки компонент один, змiнними, вiд яких залежать хiмiчнi потенцi-
али, є температура i тиск. Тому

µ1(T, P ) = µ2(T, P ) = µ3(T, P ),

тобто маємо систему двох незалежних рiвнянь з двома невiдомими. Її
розв’язком є деякi значення температури T0 i тиску P0, оскiльки три фа-
зи можуть перебувати у станi термодинамiчної рiвноваги лише за T = T0,
P = P0. На дiаграмi PT з точки (P0, T0) починаються три кривi рiвноваги
фаз, тому її називають потрiйною точкою.

Кривi рiвноваги фаз i потрiйна точка O(P0, T0) системи вода – лiд –
насичена пара схематично зображенi на рис. 1.11, де фаза 1 – насичена

Рис. 1.11

пара, фаза 2 – вода в рiдкому станi, фаза 3 – лiд (лiд 1), фаза 4 – лiд
(лiд 2). Фази лiд 1 i лiд 2 – рiзнi кристалiчнi модифiкацiї льоду. У цьому
випадку P0 = 609Па; T0 = 273, 16◦K (точно) є основною реперною точкою
абсолютної температурної шкали.

Крива рiвноваги фаз вода – насичена пара завершується точкою K, яка
зображує критичний стан, а крива рiвноваги вода – лiд 1 завершується
iншою потрiйною точкою O1 системи вода – лiд 1 – лiд 2.

Крива рiвноваги фаз лiд 1 – насичена пара в областi низьких темпера-
тур потребує додаткового аналiзу, пов’язаного з квантовими властивостями
речовини.

1.20. Температурна залежнiсть поверхневого натягу рi-

дини
Застосуємо метод термодинамiчних потенцiалiв для дослiдження темпе-

ратурної залежностi поверхневого натягу рiдини.
Дослiднi данi доводять, що для збiльшення площi поверхнi рiдини розтя-

гуванням поверхневої плiвки при сталiй масi, потрiбно виконати певну ро-
боту проти сил поверхневого натягу. Крiм того, в процесi збiльшення площi

70



поверхнi рiдина охолоджується, отже, за iзотермiчних умов вона обмiнює-
ться теплом з термостатом.

З поверхневим натягом пов’язаний коефiцiєнт поверхневого натягу σ,
який за визначенням дорiвнює роботi зовнiшнiх сил, необхiднiй для збiль-
шення площi поверхнi рiдини Σ на одиницю при температурi T i сталому
об’єму V . Ця робота дорiвнює вiдповiднiй роботi рiдини, взятiй з протиле-
жним знаком, тобто

σ = −δAT,V

dΣ
. (1.201)

Кiлькiсть теплоти qT , яку рiдина має отримати пiд час утворення оди-
ницi площi поверхнi при T = const, називають прихованою теплотою
утворення одиницi площi поверхнi:

qT =
δQT

dΣ
. (1.202)

У пiдрозд. 1.13 (див. (1.117)) показано, що при iзотермiчному процесi
робота системи виконується завдяки зменшенню вiльної енергiї. Тому

dFT = −δAT,V = σdΣ,

тобто
σ =

dFT
dΣ

. (1.203)

Отже, коефiцiєнт поверхневого натягу можна визначити як змiну вiльної
енергiї при змiни площi поверхнi на одиницю за умови T = const.

При постiйному об’ємi рiдини з (1.117) випливає, що

dF = −SdT − δAT,V = −SdT + σdΣ, (1.204)

оскiльки dF є повним диференцiалом, то можна записати(
∂σ

∂T

)
V,Σ

= −
(
∂S

∂Σ

)
T

. (1.205)

З урахуванням δQ = TdS рiвняння (1.205) набуває вигляду(
∂σ

∂T

)
V,Σ

= − 1

T

δQT

dΣ
= −qT

T
. (1.206)

Як уже зазначалося, у разi збiльшення площi поверхнi для пiдтриму-
вання температури рiдина має отримувати вiд термостата певну кiлькiсть
теплоти, тобто qT > 0. Тодi з (1.206) випливає, що

∂σ

∂T
< 0,

отже, у разi пiдвищення температури поверхневий натяг зменшується. Цей
висновок пiдтверджується дослiдними даними.
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1.21. Механiчна рiвновага для сферичної поверхнi
Знайдемо умови рiвноваги для краплi, що знаходиться в парi (рис. 1.12).

Стан системи визначатимемо тиском i температурою. Для того, щоб знайти
умови рiвноваги, потрiбно дослiдити термодинамiчний потенцiал Гiббса Φ
(1.111) i знайти його мiнiмум з урахуванням поверхневої вiльної анергiї. У
даному випадку термодинамiчний потенцiал Гiббса має вигляд

Рис. 1.12

Φ = F + PV + σΣ = m1f1 + PV1 +m2f2 + PV2 + σΣ =

= m1(f1 + Pv1) +m2(f2 + Pv2) + σΣ. (1.207)

Тут m1, m2 = m − m1, i v1, v2 – вiдповiдно маси i питомi об’єми першої
(рiдкої) i другої (пароподiбної) фаз; тиск P розглядаємо як зовнiшнiй пара-
метр; f1(v1, T ) i f2(v2, T ) – питомi вiльнi енергiї; Σ – площа поверхнi краплi;
σ – коефiцiєнт поверхневого натягу на межi двох фаз. Будемо вважати, що
σ залежить вiд температури T i незалежить вiд v1, v2.

Крапля рiдини матиме сферичну форму, оскiльки їй вiдповiдає мiнi-
мальна площа поверхнi Σ при заданому об’ємi.

В якостi незалежних внутрiшнiх параметрiв задачi, якi потрiбно варiю-
вати для знаходження рiвноваги, будемо розглядати величини v1, v2 i m1,
решта величин – маса другої фази m2, радiус краплi r i її площа поверх-
нi Σ – пов’язанi з ними спiввiдношеннями: m2 = m − m1, m1v1 = 4πr3/3,
Σ = 4πr2.

Для того щоб написати умову рiвноваги, необхiдно знайти похiднi вiд Φ
за v1, v2 i m1 та прирiвняти їх до нуля. Диференцiюючи Φ за v2 (Σ залежить
лише вiд об’єму краплi v1), знаходимо

∂Φ

∂v2
= m2

(
∂f2
∂v2

+ P

)
= 0, (1.208)

таким чином

P2 = −∂f2
∂v2

= P. (1.209)
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Це – тривiальний результат: тиск пари рiвний тиску над поршнем. Проди-
ференцiювавши Φ за питомим об’ємом краплi v1, знайдемо

∂Φ

∂v1
= m1

(
∂f1
∂v1

+ P

)
+σ

(
∂Σ

∂v1

)
m1

= m1(−P1+P )+σ

(
∂Σ

∂v1

)
m1

= 0. (1.210)

Таким чином, тиск усерединi краплi P1 не рiвний P , а рiвний

P1 = P +
σ

m1

(
∂Σ

∂v1

)
m1

. (1.211)

Обчислимо другий доданок. Оскiльки
∂v1
∂r

=
4πr2

m1
i
∂Σ

∂r
= 8πr, то(

∂Σ

∂v1

)
m1

=
∂Σ

∂r

(
∂r

∂v1

)
m1

=
∂Σ

∂r

m1

4πr2
=

2m1

r
. (1.212)

P1 = P +
2σ

r
. (1.213)

Остання формула показує, що на поверхнi подiлу двох фаз – краплi i пари
– iснує стрибок тискiв, рiвний 2σ/r. Другий доданок в правiй частинi фор-
мули (1.213) називається поверхневим тиском. Поверхневий тиск рiвний
нулю, якщо межа подiлу плоска, i нехтовно малий для великих тiл, оскiль-
ки кривизна поверхнi для них невелика. Однак в маленьких крапельках або
бульбашках поверхневий тиск буде значним i тим бiльшим, чим менший ра-
дiус кривизни.

Таким чином, умова рiвноваги двох фаз – краплi i пари: при заданiй
температурi сума зовнiшнього i поверхневого тиску рiвна тиску в краплi.

Далi будемо змiнювати m1, залишаючи постiйними v1 i v2: це вiдповiдає
переходу рiдини iз краплi в пару i навпаки. Треба зауважити, що цей про-
цес випаровування i конденсацiї, що супроводжується дифузiєю, є бiльш
тривалим, нiж процес вирiвнювання тискiв.

Дiференцiюючи Φ за m1, знаходимо(
∂Φ

∂m1

)
v1v2

= f1 + Pv1 − f2 − Pv2 + σ

(
∂Σ

∂m1

)
v1v2

. (1.214)

Обчислимо ∂Σ/∂m1:

∂Σ

∂m1
=
∂Σ

∂r

(
∂r

∂m1

)
v1v2

=
∂Σ

∂r

v1
4πr2

=
2v1
r
. (1.215)

Таким чином, (
∂Φ

∂m1

)
v1v2

= f1 + Pv1 − f2 − Pv2 +
2σv1
r

. (1.216)
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Вважаючи, що умови рiвноваги ∂Φ/∂v1 = 0 i ∂Φ/∂v2 = 0 виконуються,
так що має мiсце спiввiдношення (1.213)

P1 = P +
2σ

r
,

перепишемо (1.216) у виглядi(
∂Φ

∂m1

)
v1v2

= f1+

(
P +

2σ

r

)
v1−f2−Pv2 = (f1+P1v1)− (f2+Pv2). (1.217)

Введемо питомi термодинамiчнi потенцiали Гiббса пари та рiдини

φ1(P1, T ) = f1(v1, T ) + P1v1, φ2(P2, T ) = f2(v2, T ) + Pv2.

Тодi (
∂Φ

∂m1

)
v1v2

= φ1(P1, T )− φ2(P2, T ). (1.218)

Для скорочення запису далi будемо писати φ1(P1) замiсть φ1(P1, T ).
Нехай маємо перенасичену пару, так що P > Pн(T ), причому тиск наси-

ченої пари Pн визначається з умови φ1(Pн) = φ2(Pн), тобто на плоскiй межi
подiлу фаз (r → ∞). На плоскiй межi подiлу пара при тиску P > Pн(T )
буду конденсовуватись. З’ясуємо, як буде поводитися в цих умовах крапля
радiусом r. Для цього треба дослiдити знак i величину ∂Φ/∂m1 в залежностi
вiд радiуса краплi r.

Якщо крапля мала, то з (1.213) випливає що P1 > P i так як, ∂φ/∂P =
v > 0, то φ1(P1) > φ2(P ), а тому ∂Φ/∂m1 > 0. При збiльшеннi краплi
r → ∞ (плоска поверхня), то, так як P > Pн i рiвновага вiдповiдає рiдко-
му стану, то φ1(P1) < φ2(P ) i ∂Φ/∂m1 < 0. В точцi, де φ1(P1) = φ2(P ) i
∂Φ/∂m1 = 0 потенцiал Φ має максимум 3. Радiус краплi rк, який вiдповiдає
цьому максимуму, називається критичним радiусом, який визначається
з рiвняння

φ1

(
P +

2σ

rк

)
= φ2(P ). (1.219)

Таким чином, якщо в перенасичену пару внести краплю з радiсом, бiль-
шим за критичний, то зростання краплi буде пов’язане з зменшенням термо-
динамiчного потенцiалу; отже, буде вiдбуватися конденсацiя. Якщо ж радi-
ус краплi менший за критичний, то буде проходити випаровування краплi:
вона зникне, оскiльки, при збiльшеннi краплi термодинамiчний потенцiал
росте.

Отже, для конденсацiї перенасиченої пари необхiдна наявнiсть в нiй за-
родкiв конденсацiї – крапель радiусом бiльшим за критичний. Перенаси-
чена пара може iснувати, не конденсуючись, тривалий час. Її стан є прикла-
дом метастабiльного стану. Обчислимо критичний радiус краплi. Для малих

3якщо при переходi через критичну точку похiдна функцiї змiнює знак з плюса на мiнус, то в цiй точцi

функцiя має максимум
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Рис. 1.13

значень P1−P термодинамiчний потенцiал φ1(P1) можемо розкласти в ряд
Тейлора в околi толчки P :

φ1(P1) = φ1(P ) +
∂φ1

∂P1
(P1 − P ), (1.220)

i так як ∂φ/∂P1 = v1, P1 − P = 2σ/r, то

φ1(P1) = φ1(P ) +
2σv1
r

, (1.221)

так що рiвняння для критичного радiуса rк (врахувавши, що φ1(P1) =
φ2(P )) можна записати у виглядi:

φ1(P )− φ2(P ) = −2σv1
rк

. (1.222)

Далi, вважаючи що перенасичення пари є невеликим P − Pн ≪ 1,

φ1(P )− φ2(P ) = φ1(Pн) +
∂φ1

∂P
(P − Pн)− φ2(Pн)−

∂φ2

∂P
(P − Pн). (1.223)

Врахувавши, що φ1(Pн) = φ2(Pн), маємо

φ1(P )− φ2(P ) =
∂φ1

∂P
(P − Pн)−

∂φ2

∂P
(P − Pн) = (v1 − v2)(P − Pн). (1.224)

Тодi рiвняння для критичного радiуса rк буде мати вигляд

2σv1
rк

= (v2 − v1)(P − Pн). (1.225)

звiдки

rк =
2σv1

(v2 − v1)(P − Pн)
. (1.226)
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Iз цiєї формули видно, що критичний радiус пропорцiйний поверхневому
натягу. Член (P − Pн) в знаменнику показує, що чим бiльше перенасичена
пара, тим менший rк, а отже, тим швидше почнеться конденсацiя.

При випаровуваннi рiдини роль зародкiв вiдiграють бульбашки пари,
при кристалiзацiї рiдини – кристалики. Якiсно у випадку кристалiзацiї все
вiдбувається так само, як i при конденсацiї пари.

Зазначимо, що роль зародкiв при конденсацiї i кристалiзацiї можуть вi-
дiгравати не тiльки краплi або кристалики даної речовини, але i стороннi
частинки (домiшки, пил). Тому, для того щоб одержати, переохолоджену
пару або переохолоджену рiдину, необхiдно очистити речовину вiд домiшок
та пилу.

1.22. Рiвняння Ван-дер-Ваальса i фазова рiвновага. Пра-

вило Максвелла
Рiвняння Ван-дер-Ваальса

P =
RT

V − b
− a

V 2
(1.227)

є iнтерполяцiйним рiвнянням стану, що приблизно описує як газоподiбний,
так i рiдкий стан речовини. Типова iзотерма газу Ван-дер-Ваальса зобра-
жена на рис. 1.14.

Рис. 1.14

Це дiйсно так, оскiльки, рiвняння (1.227) можна переписати у формi
алгебраїчного рiвняння третьої степенi вiдносно об’єму

PV 3 − (Pb+RT )V 2 + aV − ab = 0, (1.228)

яке в залежностi вiд числових значень P i V для даного газу може мати
або один, або три дiйснi коренi.

Лiва круто спадаюча гiлка iзотерми вiдповiдає рiдкому стану речовини з
його малою стисливiстю, права полога гiлка – газоподiбному стану. Перехiд
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з рiдкого стану в газоподiбний (i назад) за звичайних умов вiдбувається не
вздовж iзотерми рiвняння Ван-дер-Ваальса ABCD, а вздовж iзобари AD
(зображена пунктирною лiнiєю), яка одночасно є i реальною iзотермою.

Точки iзобари-iзотерми AD зображають двофазнi стани речовини. Чим
ближче до точки A, тим бiльше в системi рiдини i навпаки. Гiлки AB i CD
iзотерми Ван-дер-Ваальса зображають метастабiльнi стани речовини: пере-
охолоджену рiдину i пересичену пару, i можуть бути реалiзованi за вiдомих
умов. Дiлянка BC, на якiй (∂P/∂V )T > 0, вiдповiдає абсолютно нестiй-
ким станам речовини якi нi за яких умов не можуть бути реалiзованими.
Iз зростанням температури область AD на iзотермi Ван-дер-Ваальса змен-
шується (на рис. 1.15 T1 < T2 < T < T3 < Tк < T5 < T6) i при температурi

Рис. 1.15

Tк (критична температура) перетворюється на точку перегину. У цiй точцi
(критична точка) маємо(

∂P

∂V

)
Tк

= 0,

(
∂2P

∂V 2

)
Tк

= 0. (1.229)

З рiвнянь (1.227) i (1.229) можна знайти всi три параметри критичної
точки – критичну температура Tк, критичний тиск Pк i критичний об’єм
Vк:

Tк =
8a

27Rb
, Pк =

a

27b2
, Vк = 3b. (1.230)

При T → Tк зникає рiзниця мiж рiдким i газоподiбним станом речовини,
перетворюються в нуль питома теплота пароутворення та коефiцiєнт по-
верхневого натягу. Якщо температура вища за критичну, вiдсутня область
двофазного стану i iзотерми Ван-дер-Ваальса зображають стани однофа-
зної системи, причому чим вище температура, тим ближче цi iзотерми до
iзотерм iдеального газу PV = const. При тиску, бiльшому за критичний,
речовина знаходиться обо в рiдкому, або в газоподiбному станi. Межею мiж
ними служить критична iзотерма. Отже, газ, температура якого бiльша за
критичну, неможливо перевести в рiдкий стан шляхом iзотермiчного сти-
снення.
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Доведемо, що рiвняння фазової рiвноваги

µ1(T, P ) = µ2(T, P )

еквiвалентне умовi рiвностi площ I та II на рис. 1.14 (правило Максвела).
Дiйсно, як випливає з (1.117), робота при iзотермiчному процесi рiвна

зменшенню вiльної енергiї. Для роботи на iзотермi ABCD маємо

AT =

∫
ABCD

PdV = F1 − F2.

З iншого боку, умова рiвностi хiмiчних потенцiалiв рiдини i газу µ1 = µ2 дає

F1 + PV1 = F2 + PV2∫
ABCD

PdV = P (V2 − V1), (1.231)

тобто iнтеграл вздовж кривої Ван-дер-Ваальса рiвний площi прямокутника
пiд iзобарою AD, а, отже, площi I i II рiвнi. На PV -дiаграмi ми маємо,
таким чином, стрибок об’єму (V2−V1), величина якого визначається за пра-
вилом Максвелла.

1.23. Класифiкацiя фазових переходiв. Фазовi переходи

першого роду
Будемо розглядати протiкання фазового переходу при постiйному тиску

i температурi. Термодинамiчний потенцiал (1.146) для двофазної системи
залежить, окрiм P i T , вiд числа частинок (молiв) у кожнiй фазi N1 i N2:

dΦ(T, P,N1, N2) = −SdT + V dP + µ1dN1 + µ2dN2, (1.232)

де

µ1 =

(
∂Φ

∂N1

)
T,P,N2

, µ2 =

(
∂Φ

∂N2

)
T,P,N1

– хiмiчнi потенцiали першої i другої фази вiдповiдно, або

dΦT,P = µ1dN1 + µ2dN2. (1.233)

Записуючи спiввiдношення (1.232), ми припускаємо, що в системi вiдсутнi
градiєнти тиску i температури, так що стан «рiвноважний» по цих параме-
трах. Нерiвноважне значення може мати лише число частинок N1 i N2, нас
цiкавить, як змiнюватимуться цi числа в процесi вирiвнювання.
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Якщо в системi вiдбувається процес вирiвнювання, то, як було з’ясовано
в пiдроздiлi 1.17 , термодинамiчний потенцiал зменшується: dΦ < 0. Але

N1 +N2 = N = const, dN1 = −dN2

а, отже,
(µ1 − µ2)dN1 < 0, (1.234)

звiдки витiкає, що dN1 < 0 при µ1 > µ2 i, навпаки, dN1 > 0 при µ1 < µ2,
тобто потiк речовини направлений вiд фази з бiльшим хiмiчним потенцiалом
до фази з меншим хiмiчним потенцiалом.

В станi термодинамiчної рiвноваги термодинамiчний потенцiал системи
Φ має мiнiмум, dΦ = 0, звiдки випливає, що рiвновага двох фаз досягається
при µ1 = µ2.

Таким чином, для потоку речовини з однiєї фази в iншу хiмiчний потен-
цiал вiдiграє таку саму роль, як температура для потоку тепла або ж тиск
для потоку газу у вiдповiдних процесах вирiвнювання. Потiк тепла направ-
лений вiд точок з бiльшою температурою до точок з меншою температурою
i припиняється, коли температури вирiвнюються. Потiк газу направлений
вiд точок з бiльшим тиском до точок з меншим тиском i припиняється, ко-
ли тиски вирiвнюються. Потiк речовини направлений вiд фази з бiльшим
хiмiчним потенцiалом до фази з меншим хiмiчним потенцiалом i припи-
няється, коли хiмiчнi потенцiали вирiвнюються.

Отже, рiвновага двох фаз речовини вимагає, крiм рiвностi тискiв P1 = P2

i рiвностi температур T1 = T2, ще рiвнiсть хiмiчних потенцiалiв обох фаз:

µ1(T, P ) = µ2(T, P ) (1.235)

Рiвняння (1.235) показує, що при фазовому переходi хiмiчний потенцiал
змiнюється неперервно (без стрибка). Проте, у загальному випадку похiднi
хiмiчного потенцiалу

(
∂µ
∂T

)
P
= − S

N = −S̃ i
(
∂µ
∂P

)
T
= V

N = Ṽ при фазовому
переходi змiняються стрибкоподiбно, тобто питомий об’єм i питома ентро-
пiя першої фази не рiвнi питомому об’єму i питомiй ентропiї другої фази:
Ṽ1 ̸= Ṽ2, S̃1 ̸= S̃2. Такi фазовi переходи називаються фазовими перехода-
ми першого роду. Оскiльки фазовий перехiд вiдбувається при незмiннiй
температурi T , то з формул dS = δQ/T , (1.189) та (1.190) знаходимо, що
стрибок ентропiї S̃2 − S̃1 пов’язаний з теплотою переходу λ формулою

λ = T (S̃2 − S̃1), (1.236)

i твердження про те, що при фазовому переходi першого роду S̃2 ̸= S̃1,
еквiвалентне λ ̸= 0. Таким чином, фазовi переходи першого роду супрово-
джуються стрибкоподiбною змiною об’єму i поглинанням або видiленням
теплоти переходу. До таких переходiв належать всi змiни агрегатного ста-
ну (кипiння, плавлення i т. д.) i багато взаємних перетворень кристалiчних
модифiкацiй однiєї i тiєї ж речовини.
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1.24. Фазовi переходи другого роду

Поряд з розглянутими вище фазовими переходами першого роду, при
яких в точцi переходу хiмiчний потенцiал змiнюється неперервно µ1 = µ2, а
його похiднi

(
∂µ
∂T

)
P
= −S̃ i

(
∂µ
∂P

)
T
= Ṽ змiняються стрибкоподiбно, iснують

фазовi переходи другого роду, при яких першi похiднi хiмiчного потен-
цiалу не мають стрибкiв (у точцi переходу S̃1 = S̃2, Ṽ1 = Ṽ2), але стрибком
змiняються другi похiднi:

(
∂2µ

∂P 2

)
T

=

(
∂Ṽ

∂P

)
T

,

(
∂2µ

∂T 2

)
P

= −

(
∂S̃

∂T

)
P

= −C̃P
T
,

(
∂2µ

∂P∂T

)
=

(
∂Ṽ

∂T

)
P

.

(1.237)
Таким чином, при фазових переходах другого роду не вiдбувається стрибко-
подiбної змiни об’єму та поглинання чи видiлення теплоти переходу, але
стрибком змiняються стисливiсть, коефiцiєнт об’ємного розширення i те-
плоємнiсть.

Фазовi переходи другого роду найчастiше пов’язанi iз стрибкоподiбною
змiною яких-небудь властивостей симетрiї тiла. Наприклад, пiд час перехо-
ду магнетика з феромагнiтного стану в парамагнiтний стрибком змiнюється
симетрiя в розташуваннi елементарних магнiтних моментiв.

З наведеного прикладу видно, що стрибкоподiбна змiна симетрiї в точцi
фазового переходу другого роду пов’язана з перемiщенням доволi малого
числа атомiв або з їх перемiщенням на малi вiдстанi, i тому це перемiщення
не приводить нi до затрат енергiї, нi до стрибкоподiбної змiни об’єму.

Для фазових переходiв другого роду можна отримати формулу ана-
логiчну формулi Клапейрона-Клаузiуса (1.191). Формула Клапейрона-
Клаузiуса не має змiсту для фазових переходiв другого роду, оскiльки її
права частина є невизначенiстю типу 0/0.

Запишемо вираз для [µ] (символом [A] позначено A2 − A1 – стрибок
величини А при переходi з першої фази в другу) вздовж кривої фазового
переходу з точнiстю до членiв другого порядку по dP i dT (розклад в ряд
Тейлора функцiї двох змiнних):

[µ] =

[(
∂µ

∂P

)
T

]
dP +

[(
∂µ

∂T

)
P

]
dT +

1

2

[(
∂2µ

∂P 2

)
T

]
(dP )2 +

+

[(
∂2µ

∂P∂T

)
T

]
dP dT +

1

2

[(
∂2µ

∂T 2

)
P

]
(dT )2,

або

[µ] = [Ṽ ]dP − [S̃]dT +
1

2

[(
∂Ṽ

∂P

)
T

]
(dP )2 +

[(
∂Ṽ

∂T

)
T

]
dP dT − 1

2

[CP ]

T
(dT )2.
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Оскiльки при фазовому переходi другого роду [Ṽ ] = 0 i [S̃] = 0, то

[µ] =
1

2

[(
∂Ṽ

∂P

)
T

]
(dP )2 +

[(
∂Ṽ

∂T

)
T

]
dP dT − 1

2

[CP ]

T
(dT )2. (1.238)

Вздовж кривої фазової рiвноваги [µ] = 0, тодi

1

2

[(
∂Ṽ

∂P

)
T

]
(dP )2 +

[(
∂Ṽ

∂T

)
P

]
dP dT − 1

2

[CP ]

T
(dT )2 = 0

або [(
∂Ṽ

∂P

)
T

](
dP

dT

)2

+ 2

[(
∂Ṽ

∂T

)
P

]
dP

dT
− [CP ]

T
= 0. (1.239)

З останньої рiвностi i знайдемо диференцiальне рiвняння кривої рiвноваги.
Для того, щоб значення dP/dT було єдиним, дискримiнант квадратного
рiвняння (1.239) повинен дорiвнювати нулю:[(

∂Ṽ

∂T

)
P

]2
+

[CP ]

T

[(
∂Ṽ

∂P

)
T

]
= 0. (1.240)

Для похiдної dP/dT вздовж кривої фазової рiвноваги з (1.239) отримуємо
два еквiвалентнi вирази

dP

dT
= −

[(
∂Ṽ

∂T

)
P

]
[(

∂Ṽ

∂P

)
T

] =
[CP ]

T

[(
∂Ṽ

∂T

)
P

] . (1.241)

Сукупнiсть рiвнянь (1.240), (1.241) носить назву рiвнянь Еренфеста.
Рiвняння (1.241) можна переписати в бiльш зручнiй формi:

[CP ] = −T
(
dP

dT

)2
[(

∂Ṽ

∂P

)
T

]
, (1.242)

(
∂Ṽ

∂T

)
P

= −dP
dT

[(
∂Ṽ

∂P

)
T

]
. (1.243)

В загальному випадку, якщо на систему дiє узагальнена сила A, якiй
вiдповiдає зовнiшнiй парметр a, рiвняння Еренфеста набувають вигляду

[CA] = −T
(
dA

dT

)2 [(
∂a

∂A

)
T

]
, (1.244)[(

∂a

∂T

)
P

]
= −dA

dT

[(
∂a

∂A

)
T

]
. (1.245)
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1.25. Фазовий перехiд провiдник – надпровiдник
Застосуємо рiвняння Клапейрона-Клаузiуса та Еренфеста до опису пе-

реходу провiдника з нормального стану n в надпровiдний стан s. Вiдмiнною
рисою такого стану є повна вiдсутнiсть електричного опору у провiдника.
Однак, надпровiдний i нормальний стан металу вiдрiзняються не лише еле-
ктричними провiдностями, але i значеннями деяких термодинамiчних ве-
личин (ентропiя, об’єм, теплоємнiсть, намагнiченiсть i т.д.). Це означає, що
цi стани є рiзними термодинамiчними фазами речовини, а перехiд з одного
стану в iнший є фазовим переходом. Як вiдомо, такi перетворення вiдбу-
ваються у деяких провiдникiв при певнiй температурi Tк. Надпровiднiсть
можна зруйнувати, якщо накласти зовнiшнє магнiтне поле, напруженiсть
якого досягає деякого критичного значення Hк (критичне поле). Величина
критичного поля залежить вiд температури Hк = Hк(T ) i обертається в
нуль при T = Tк: Hк(Tк) = 0.

Залежнiсть напруженостi Hк критичного поля вiд температури T ана-
логiчна залежностi P = P (T ) при рiвновазi рiдина-пара i на дiаграмi (Hк,
Tк) зображається кривою (рис. 1.16), яка вiдокремлює областi нормально-

Рис. 1.16. Залежнiсть величини критичного поля вiд температури

го n- i надпровiдного s-станiв. Якщо провiдник знаходиться у полi з на-
пруженiстю Hк < H0, то надпровiднiсть зникає (настає) при температурi
Tк(H) < Tк(0), де Tк(0) – критична температура зникнення стану надпро-
вiдностi за вiдсутностi магнiтного поля. Аналiтично ця крива досить точно
може бути апроксимована параболою

Hк(T ) = H0

[
1− (T/Tк)

2
]
.

Якщо провiдник знаходиться в магнiтному полi, то його перехiд в над-
провiдний стан супроводжується тепловим ефектом а, отже, є фазовим
переходом першого роду. В цьому випадку перехiд описується рiвнянням
Клапейрона-Клаузiуса. При вiдсутностi магнiтного поля теплота переходу
рiвна нулю i перетворення n в s є фазовим переходом другого роду.
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Перехiд металу iз нормального стану у надпровiдний супроводжується
змiною його магнiтних властивостей. Ця змiна полягає в тому, що магнiтне
поле не проникає в середину провiдника. Отже, в товщi масивного надпро-
вiдника iндукцiя магнiтного поля рiвна нулю (ефект Мейснера):

Bs = H + 4πMs = 0,

тому намагнiченiсть надпровiдника рiвна

Ms = − 1

4π
H. (1.246)

Звiдки знаходимо магнiтну сприйнятливiсть κ = ∂Ms/∂H для надпровiд-
ника

κ = − 1

4π
. (1.247)

Таким чином, у зовнiшньому магнiтному полi надпровiдник поводиться як
"абсолютний" дiамагнетик, тобто намагнiчуєтся проти вектора напруже-
ностi зовнiшнього магнiтного поля i причому так, що магнiтна iндукцiя
усерединi надпровiдника рiвна нулю.

Тому елементарна робота намагнiчення рiвна

δW = H dMs. (1.248)

Поклавши в рiвняннi Еренфеста (1.244) A = H i a =M , отримуємо для
стрибка теплоємностi

[C] = Cs − Cn = −Tк

(
dHк
dT

)2

Hк=0

[(
∂M

∂H

)
T

]
, (1.249)

де Hк(T ) – напруженiсть, яка залежить вiд температури критичного поля,
при якому здiйснюється перехiд нормального провiдника в надпровiдник
(Hк(T ) визначається з умови рiвностi хiмiчних потенцiалiв цих фаз); похi-
дна dHк/dT береться при Hк = 0 i T = Tк. Для надпровiдника (див. (1.246),
(1.247))

Ms = − 1

4π
H i

(
∂Ms

∂H

)
T

= − 1

4π
,

для нормального провiдника

Mn =
µ− 1

4π
H i

(
∂Mn

∂H

)
T

=
µ− 1

4π
.

Таким чином[(
∂M

∂H

)
T

]
=

(
∂Ms

∂H

)
T

−
(
∂Mn

∂H

)
T

= − µ

4π
.
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Але µ = 1+4πκ, а магнiтна сприйнятливiсть для парамагнiтних i дiамагнi-
тних речовин порядка κ ∼ 10−5 − 10−6, тому[(

∂M

∂H

)
T

]
= − 1

4π

Cs − Cn =
Tк
4π

(
dHк
dT

)2

Hк=0

. (1.250)

Це вираз для стрибка теплоємностi при надпровiдному переходi за вiдсу-
тностi магнiтного поля називається формулою Рутгерса. З неї видно, що
теплоємнiсть у надпровiдному станi бiльша, нiж теплоємнiсть у нормально-
му станi Cs > Cn.

Розглянемо тепер надпровiдник в магнiтному полi (H ̸= 0). Тодi термо-
динамiчний потенцiал Φ i його диференцiал запишуться у виглядi

Φ = U − TS + PV −HM, dΦ = −SdT + V dP −MdH

а диференцiал хiмiчного потенцiалу (µN = Φ) надпровiдника в полi визна-
чається формулою

dµs = −S̃dT + ṼsdP − M̃dH,

де Ṽs – питомий об’єм надпровiдника, S̃ – питома ентропiя, M̃ – питома
намагнiченiсть.

Пiдставляючи сюди для надпровiдника M̃s = −H/(4π) i iнтегруючи по-
тiм отриманий вираз

dµs = −S̃dT + ṼsdP +
1

4π
HdH

по H при деякiй температурi T , для надпровiдного стану отримуємо (T =
const, T = const)

µs(T, P,H)− µs(T, P, 0) =
H2

8π
. (1.251)

Таким чином, хiмiчний потенцiал надпровiдника в магнiтному полi бiль-
ший, нiж у вiдсутнiсть поля на величину H2/(8π).

Хiмiчний потенцiал нормального провiдника можна вважати не зале-
жним вiд магнiтного поля, оскiльки слабким пара- або дiамагнетизмом
можна в першому наближеннi знехтувати i вважати, що µn(T, P,H) =
µn(T, P, 0) = µn(T, P ). Таким чином, при достатньо сильному магнiтно-
му полi надпровiдний стан стає термодинамiчно невигiдним, µs(T, P,H) >
µn(T, P ), i надпровiднiсть руйнується. В точках фазового переходу, коли n
i s знаходяться в рiвновазi, хiмiчнi потенцiали обох фаз однаковi, тому з
умови µn(T, P,Hк) = µs(T, P,Hк), яка визначає Hк(T ), отримуємо основне
рiвняння термодинамiки надпровiдникiв:

µn(T, P,Hк)− µs(T, P, 0) =
H2

к
8π

. (1.252)
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Врахувавши, що (∂µ/∂T )P = −S̃ продиференцiюємо цю рiвнiсть за T
вздовж кривой фазового переходу Hк = Hк(T ) i отримаємо

S̃s − S̃n =
Hк
4π

(
∂Hк
∂T

)
P

. (1.253)

Аналогично, диференцiюючи спiввiдношення (1.252) по тиску, знайдемо
((∂µ/∂P )T = Ṽ )

Ṽs − Ṽn = −Hк
4π

(
∂Hк
∂P

)
T

. (1.254)

Формули (1.253) i (1.254) показують, що якщо перехiд з нормального
в надпровiдний стан вiдбувається в магнiтному полi (при T < Tк), то вiн
супроводжується стрибкоподiбною змiною ентропiї i об’єму, тобто є фазовим
переходом першого роду. Домножуючи обидвi частини формули (1.253) на
T , знаходимо вираз для молярної теплоти переходу

λ = T (S̃s − S̃n) =
HкT

4π

(
∂Hк
∂T

)
P

. (1.255)

Оскiльки Hк(T ) є монотонно спадною функцiю, то λ < 0. Отже, тепло по-
глинається при переходi з надпровiдного стану в нормальний i видiляється
при зворотному переходi.

Якщо перехiд з s-стану в n-стан (або навпаки) здiйснюється при H = 0,
то T = Tк(0) i Hк = 0. В цьому випадку скачки ентропiї i об’єму згiдно
(1.253) та (1.254) рiвнi нулю. Перехiд в цьому випадку є фазовим переходом
другого роду.

Знайдемо скачки теплоємностi для цьому випадку. Диференцiюючи спiв-
вiдношення (1.253) по T i домножаючи на T отриману рiвнiсть, знайдемо
(C = T (∂S̃/∂T )P )

Cs − Cn =
T

4π

[
Hк

(
∂2Hк
∂T 2

)
P

+

(
∂Hк
∂T

)2

P

]
. (1.256)

При H = 0, T = Tк(0) i Hк = 0 з останнього виразу отримуємо формулу
Рутгерса (1.250).

2. РIВНОВАГА В БАГАТОКОМПОНЕНТНИХ СИСТЕМАХ

2.1. Рiвновага в гомогеннiй системi
В гомогеннiй системi можуть проходити хiмiчнi реакцiї мiж її складови-

ми частинами i спорiдненi з ними процеси дисоцiацiї, iонiзацiї, полiмеризацiї
i т. д., якi також пов’язанi зi змiною числа частинок в закритiй системi. Всi
такi, процеси зазвичай називають одним термiном – хiмiчна реакцiя.

85



2.1.1. Умова хiмiчної рiвноваги

Нехай в однорiднiй термодинамiчнiй системi протiкає хiмiчна реакцiя,
яку ми запишемо у виглядi ∑

i

νiAi = 0, (2.1)

де Ai – хiмiчнi символи речовин, що беруть участь у реакцiї; νi – стехiоме-
тричнi коефiцiєнти, якi показують скiльки молекул i-ї речовини виникає
(νi > 0) або зникає (νi < 0) в результатi одного акту реакцiї. Наприклад,
для реакцiї

2SO2 +O2 = 2SO3

символи Ai i νi мають наступнi значення: A1 = SO2, ν1 = 2, A2 = O2, ν2 = 1,
A3 = SO3, ν3 = −2.

Поряд з "прямою" хiмiчною реакцiєю в системi завжди протiкає i зворо-
тна реакцiя. Поки не досягнуто стану рiвноваги, одна з цих реакцiй перева-
жає над iншою. В станi термодинамiчної рiвноваги пряма i зворотна реакцiї
врiвноважують одна одну i концентрацiї початкових i кiнцевих продуктiв
реакцiї стають постiйними.

Нехай реакцiя протiкає при постiйному тиску i температурi. Тодi рiвно-
вага наступає при мiнiмумi термодинамiчного потенцiалу:

dΦ = −SdT + V dP +
∑
i

µidni = 0,

врахувавши умову T = const, P = const отримаємо∑
i

µidni = 0. (2.2)

Але dni = νiz/NA, де z – число актiв реакцiї, а NA – число Авогадро. Звiдси
знаходимо умову хiмiчної рiвноваги∑

i

νiµi = 0. (2.3)

Порiвнюючи формули (2.1) i (2.3), бачимо, що для отримання умови хi-
мiчної рiвноваги потрiбно в рiвняннi хiмiчної реакцiї замiнити символи Ai

вiдповiдними хiмiчними потенцiалами µi. Якщо в системi проходить декiль-
ка хiмiчних реакцiй, то рiвновага визначається сукупнiстю рiвнянь вигляду
(2.3), для застосування яких до конкретних хiмiчних реакцiй необхiдно зна-
ти вирази для хiмiчних потенцiалiв.
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2.1.2. Закон дiючих мас

Для iдеальних газiв хiмiчний потенцiал з точнiстю до ентропiйної кон-
станти вiдомий4. Тому за допомогою (2.3) можна встановити ряд законо-
мiрностей для хiмiчних реакцiях в сумiшi iдеальних газiв, коли кожен газ
поводиться незалежно вiд iнших, маючи парцiальний тиск Pi.

Хiмiчний потенцiал iдеального газу має вигляд

µ = RT lnP + µ0(T ),

де
µ0(T ) = CPT (1− lnT )− TS0 + u0. (2.4)

У випадку сумiшi газiв для i-ї компоненти

µi = RT lnPi + µ0i(T ),

де Pi – парцiальний тиск цiєї компоненти.
Загальний тиск сумiшi P =

∑
Pi. Для iдеального газу

Pi = P
Ni∑
Ni

= ciP,

де ci – концентрация i-го газу. Таким чином

µi = RT ln ciP + µ0i(T ) (2.5)

i умова хiмiчної рiвноваги (2.3) для реакцiй в газовiй сумiшi приймає вигляд∑
i

νi[RT ln ciP + µ0i(T )] = 0,

звiдки
RT

∑
i

νi ln ci +RT
∑
i

νi lnP +
∑
i

νiµ0i(T ) = 0,

4Хiмiчний потенцiал iдеального газу може бути легко знайдений за допомогою спiввiдношень

Φ = U − TS + PV,

U = n(CV T + u0),

S = n[CP lnT −R lnP + S0],

PV = nRT,

де u0 – внутрiшня енергiя моля газу при T = 0, S0 – постiйна ентропiї. Звiки знаходимо

µi =
∂Φ

∂n
=

∂

∂n
n(RT lnP + (CV − CP lnT +R)T − TS0 + u0) =

= RT lnP + CPT (1− lnT )− TS0 + u0 =

= RT lnP + µ0(T ),

де величину µ0(T ) = CPT (1− lnT )− TS0 + u0 будемо називати хiмiчною константою газу.
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∑
i

ln cνii = −
∑
i

νi lnP − 1

RT

∑
i

νiµ0i(T ),

∏
cνii = P

−
∑
i

νi
exp

[
− 1

RT

∑
i

νiµ0i(T )

]
= K(T, P ) (2.6)

Вважаючи νi додатнiми для речовин, що вступають в реакцiю, i вiд’єм-
ними для речовин, що утворюються в результатi реакцiї, перепишемо (2.6)
у виглядi: ∏

j

c
νj
j

/∏
s

cνss = K(T, P ). (2.7)

Рiвняння (2.6) або (2.7) представляють закон дiючих мас: вiдноше-
нням добутку степеней концентрацiй речовин, що вступають в реакцiю,
до добутку ступеней концентрацiй речовин, що утворюються в результа-
тi реакцiї, з показниками степеня, рiвними вiдповiдним стехiометричним
коефiцiєнтам, є величина стала при постiйнiй температурi i тиску.

Величину

K(T, P ) = P
−
∑
i

νi
exp

[
− 1

RT

∑
i

νiµ0i(T )

]
(2.8)

називають сталою хiмiчної рiвноваги, вона залежить вiд тиску, темпера-
тури та реакцiї. Iз закону дiючих мас випливає, що чим бiльша стала реакцiї
K(T, P ), тим бiльше рiвновага змiщена у бiк кiнцевих продуктiв реакцiї i
навпаки. У зв’язку з цим важливо знати, як залежить K(T, P ) вiд тиску i
температури. Залежностi сталої реакцiї вiд тиску визначається множником

P
−
∑
i

νi
, i в залежностi вiд величини

∑
i

νi можна видiлити три випадки:

1.
∑
i

νi > 0. В результатi реакцiї число молекул (а отже, i об’єм газу)

зростає. В цьому випадку збiльшення тиску приводить до зменшен-
ня сталої реакцiї а, отже, до зменшення виходу кiнцевих продуктiв
реакцiї.

2.
∑
i

νi < 0. Число молекул (i об’єм газу) зменшується в результатi протi-

кання реакцiї. В цьому випадку iз збiльшенням тиску постiйна реакцiя
i вихiд кiнцевих продуктiв зростають.

3.
∑
i

νi = 0. Число молекул (i об’єм газу) не змiняються в результатi

протiкання реакцiї. В цьому випадку постiйна реакцiї i вихiд кiнцевих
продуктiв не залежать вiд тиску.
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Для того, щоб з’ясувати характер залежностi K(T, P ) вiд температури,
продиференцiюємо за T логарифм сталої реакцiї:

lnK(T, P ) = lnP
−
∑
i

νi
−

∑
i

νiµ0i(T )

RT
,

∂

∂T
[lnK(T, P )] =

∑
i

νi[µ0i(T )− Tµ′0i(T )]

RT 2
. (2.9)

Пiдставляючи значення µ0i(T ) з формули (2.4) i використовуючи формулу
PV = RT , знаходимо

∂

∂T
[lnK(T, P )] =

∑
i

νi[CPiT + u0i]

RT 2
=

∑
i

νi[CV iT + u0i +RT ]

RT 2
=

=

∑
i

νi(CV iT + u0i) +
∑
i

νiRT

RT 2
=

=

∑
i

νi(CV iT + u0i) + P
∑
i

νiV

RT 2
. (2.10)

де V – об’єм одного моля газу. Неважко бачити, що перший доданок в чи-
сельнику правої частини є змiна внутрiшнiй енергiї сумiшi газiв, а другий
доданок – робота, що виконується при реакцiї, розрахованi на один моль
кожної з реагуючих речовин. Тому

∂

∂T
[lnK(T, P )] =

Q

RT 2
,

де Q – тепло, що видiляється або поглинається в пiд час реакцiї, в розра-
хунку на один моль кожного з реагуючих газiв.

Звiдси маємо при Q > 0 (ендотермiчна реакцiя)

∂

∂T
[lnK(T, P )] > 0.

Iз зростанням температури постiйна реакцiї а, отже, вихiд кiнцевих проду-
ктiв реакцiї зростають.

Навпаки, при Q < 0 (екзотермiчна реакцiя) маємо

∂

∂T
[lnK(T, P )] < 0.

Постiйна реакцiї i вихiд кiнцевих продуктiв зменшуються iз зростанням
температури.

Закон дiючих мас можна виразити не тiльки через концентрацiї, але i
через парцiальнi тиски, якщо в рiвняння хiмiчної рiвноваги (2.3) пiдставити
µi = RT lnPi + µ0i(T ): ∏

i

P νi
i = KP (T ).
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Постiйна рiвновагиKP (T ) в цьому випадку зовсiм не залежить вiд тиску,
а залежить тiльки вiд температури. В деяких випадках ця форма закону
дiючих мас є бiльш зручною.

2.1.3. Закон розведення Оствальда

При розчиненнi деякої речовини (наприклад, кухонної солi NaCl) в роз-
чиннику (водi) вiдбувається дисоцiацiя цiєї речовини, тобто розпад молекул
розчиненої речовини на позитивнi i негативнi iони (Na+, Cl−). Одночасно
з цим вiдбувається i процес молiзацiї, тобто об’єднання iонiв у нейтральнi
молекули. При рiвновазi обидва цi процеси йдуть з однаковою швидкiстю:
скiльки молекул дисоцiює, стiльки ж i молiзуєтся. Явище дисоцiацiї можна
розглядати як окремий випадок хiмiчної реакцiї, а рiвновагу при дисоцiацiї
– як окремий випадок хiмiчної рiвноваги.

Застосуємо до цiєї рiвноваги закон дiючих мас. Кiлькiсно дисоцiацiя ха-
рактеризується величиною α = n/N , яку називають ступенем дисоцiацiї
(n – кiлькiсть дисоцiйованих молекул розчиненої речовини, N – загальне
число молекул розчиненої речовини).

Нехай число молекул розчинника рiвнеN0. Тодi концентрацiя розчиненої
речовини c = N/N0, концентрацiя додатних iонiв цiєї речовини c1 = n/N0,
концентрацiя негативних iонiв цiєї речовини c2 = n/N0, концентрацiя нероз-
чинених молекул речовини c3 = (N − n)/N0.

За законом дiючих мас, при рiвновазi
c1 · c2
c3

= K,

де K – стала дисоцiацiї, або

n/N0 · n/N0

(N − n)/N0
=

(N/N0)
2 · (n/N)2

N/N0 · (N − n)/N
=
N/N0 · (n/N)2

1− n/N
= K,

звiдки
α2 c

1− α
= K.

Це рiвнянням виражає закон розведення Оствальда. Воно пов’язує
коефiцiєнт дисоцiацiї α з концентрацiєю c розчиненої речовини i показує,
що iз зменшенням концентрацiї (тобто збiльшенням розведення) ступiнь
дисоцiацiї зростає. У дуже слабких розчинах, коли c→ 0, ступiнь дисоцiацiї
α→ 1, тобто майже всi молекули дисоцiйованi.

Коефiцiєнт дисоцiацiї α може бути визначений з формули для електро-
провiдностi σ розчину, яку отримують в теорiї електролiтичної дисоцiацiї:

σ = Fα η(u+ + u−),

де F – стала Фарадея; η – концентрацiя, рiвна числу молiв розчиненої речо-
вини в одиницi об’єму розчину; u+ i u− – рухливiсть, вiдповiдно, позитивних
i негативних iонiв.
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Експериментальне пiдтвердження закону розведення Оствальда є хоро-
шим доказом правильностi теорiї електролiтичної дисоцiацiї.

2.1.4. Теплова iонiзацiйна рiвновага. Формула Саха

При достатньо високiй температурi (коли хiмiчна сполука вже повнiстю
дисоцiйована) зiткнення атомiв газу приводять до їх iонiзацiї. При цьому
частина атомiв розпадається на позитивний iон A+ i електрон e. Одночасно з
цим вiдбувається i зворотний процес рекомбiнацiї, в ходi якого iон i електрон
з’єднуються в нейтральний атом. При рiвновазi обидва цi процесу йдуть з
однаковою швидкiстю. Рiвняння реакцiї має вигляд

A = A+ + e.

Застосуємо до цiєї теплової iонiзацiйної рiвноваги одноатомного газу за-
кон дiючих мас i знайдемо ступiнь iонiзацiї α газу (що визначає вiдношен-
ня числа iонiзованних атомiв до повного числа N початково нейтральних
атомiв) залежно вiд тиску, температури. Тодi для числа i концентрацiй еле-
ктронiв, iонiв та нейтральних атомiв при рiвновазi, вiдповiдно, маємо

ne = αN, nA+ = αN, nA = (1− α)N,
3∑
i=1

ni = αN + αN + (1− α)N = (1 + α)N,

ce = cA+ =
α

1 + α
, cA =

1− α

1 + α
,∑

νi = νA + νA+ + νe = 1− 1− 1 = −1. (2.11)

Iз закону дiючих мас

cνAA c
νA+

A+ c
νe
e = P ·K(T ),

де P – сума парцiальних тискiв атомного, iонного та електронного газiв,
знаходимо

1− α

1 + α
α

1 + α

α

1 + α

=
(1− α)

1 + α

(1 + α)2

α2
=

1− α2

α2
= P ·K(T ),

звiдки

α =
1√

1 + P ·K(T )
.

Постiйна хiмiчної рiвноваги

K(T ) = exp

[
− 1

kT

∑
i

νiµ0i(T )

]
.
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З формул (2.4) i (2.11) видно, що∑
i

νiµ0i(T ) = u0 + u+0 − µ0e(T ).

Для µ0e(T ) електронного газу (для якого CP = 5/2 k i u0e = 0) маємо

µ0e(T ) = kT ln
b

(kT )5/2
,

де постiйна b пов’язана з ентропiйною постiйною S0 i рiвна

b =
1

2

(
h2

2nm

)3/2

.

У випадку одноатомних газiв зазвичай вважають що u0 = 0, тобто вiд-
раховують енергiю вiд нормального рiвня атома. Тодi енергiя iонiзованого
атома

u+0 = I = eV,

де V – iонiзацiйний потенцiал атома; e – заряд електрона. Таким чином,∑
i

νiµ0i(T ) = −kT ln
b

(kT )5/2
− I, K(T ) =

b exp[I/(kT )]

(kT )5/2
,

α =
1√

1 + bP exp[I/(kT )]
(kT )5/2

. (2.12)

Цей вираз для залежностi ступеня iонiзацiї α вiд тиску i температури
було отримано iндiйським фiзиком М.Н. Саха i називається формулою
Саха. З неї видно, що α швидко росте з температурою. Знання α може
бути використане для визначення температури. Множник при експонентi є
дуже малим, тому при температурi, коли kT ∼ I, α ≈ 1, газ виявляється
практично повнiстю iонiзованим.

Формула Саха має важливi застосування у фiзицi атмосфери зiрок, де
проходить сильна термiчна iонiзацiя парiв металiв.

2.1.5. Осмотичний тиск. Рiвняння Вант-Гоффа

Розглянемо термодинамiчнi властивостi слабких розчинiв, тобто таких
розчинiв, в яких число молекул розчинених речовин значно менше числа
молекул розчинника.

Нехай N – число молекул розчинника в розчинi, а n – число молекул
речовини, що розчиняється. Концентрацiєю розчину назвемо вiдношення
c = n/N ; згiдно зробленого припущення c≪ 1.
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Знайдемо вираз для термодинамiчного потенцiалу розчину. Нехай
Φ0(T, P,N) є термодинамiчним потенцiалом чистого розчинника (в якому
нiчого не розчинено). Згiдно формули (1.149) його можна записати у ви-
глядi Φ0 = Nµ0(P, T ), де µ0(P, T ) – хiмiчний потенцiал чистого розчинника.
Тодi термодинамiчний потенцiал розчину можемо записати у виглядi:

Φ = Nµ0(P, T ) + nRT ln
n

eN
, e = 2, 718 . . . , (2.13)

де другий доданок враховує змiну термодинамiчного потенцiалу Φ0 при вве-
денi в розчинник n молекул розчиненої речовини.

З (2.13) легко знайти хiмiчнi потенцiали для розчинника5:

µ =
∂Φ

∂N
= µ0 −RT

n

N
= µ0 −RT c. (2.14)

Далi припустимо, що два розчини однiєї i тiєї ж речовини в одному i то-
му ж розчиннику, але з рiзними концентрацiями c1 i c2, вiдокремленi один
вiд одного перегородкою, крiзь яку можуть проникати молекули розчинни-
ка, але не розчиненої речовини (напiвпроникна перегородка). Тиск з обох
бокiв перегородки буде при цьому рiзним. Рiзницю цих тискiв називають
осмотичним тиском.

Умовою рiвноваги мiж обома розчинами буде (окрiм рiвностi їх темпе-
ратур) рiвнiсть хiмiчних потенцiалiв розчинника в них. Хiмiчнi потенцiали
розчиненої речовини при цьому не повиннi бути однаковi, оскiльки внаслi-
док напiвпроникностi перегородки рiвновага має мiсце тiльки по вiдношен-
ню до розчинника.

Позначивши тиск в обох розчинах через P1 i P2 та скориставшись вира-
зом (2.14), отримаємо умову рiвноваги у виглядi

µ0(P1, T )− c1RT = µ0(P2, T )− c2RT. (2.15)

Рiзниця тискiв P2−P1 = △P (тобто осмотичний тиск) для слабких розчинiв
вiдносно мала. Тому можна розкласти µ0(P2, T ) в ряд за степенями △P i
залишити тiльки два першi члени:

µ0(P2, T ) = µ0(P1, T ) +△P ∂µ0
∂P

.

Пiдставляючи це в (2.15), знаходимо

△P ∂µ0
∂P

= (c2 − c1)RT.

Але похiдна ∂µ0/∂P є молярним об’єм Ṽ чистого розчинника. Таким чином,

△P = (c2 − c1)
RT

Ṽ
. (2.16)

5 ∂
∂N [n ln n

eN ] = n eN
n

n
e

(
− 1

N2

)
= − n

N .
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Зокрема, якщо з одного боку перегородки знаходиться чистий розчинник
(c1 = 0, c2 = c), то осмотичний тиск

△P = c
RT

Ṽ
=
n

V
RT, (2.17)

де n є число молекул розчиненої речовини в об’ємi V розчинника (враховую-
чи слабкiсть розчину V з великою точнiстю рiвний повному об’єму розчину).
Формулу (2.17) називають рiвнянням Вант-Гоффа. Слiд звернути увагу
на те, що вона застосовна до слабких розчинiв незалежно вiд конкретного
роду речовин (як розчинника, так i розчиненої речовини), а також на схо-
жiсть цiєї формули з рiвнянням стану iдеального газу. Замiсть тиску газу
тут фiгурує осмотичний тиск, замiсть об’єму газу – об’єм розчину, замiсть
кiлькостi частинок в газе – кiлькiсть молекул розчиненої речовини.

2.2. Основнi положення термодинамiки нерiвноважних

процесiв

2.2.1. Локальна рiвновага i основне рiвняння термодинамiки нерiв-

новажних процесiв

У термодинамiчно рiвноважних системах, як вiдомо, температура T i
хiмiчний потенцiал µ постiйнi уздовж всiєї системи:

gradT = 0, gradµ = 0.

Якщо цi умови не виконуються (gradT ̸= 0, gradµ ̸= 0), то в системi виника-
ють необоротнi процеси перенесення маси, енергiї, тепла, iмпульсу, ентропiї,
електричного заряду i так далi.

При узагальненнi класичної термодинамiки на нерiвноважнi процеси
спираються на уявлення про локальну рiвновагу. Вiдомо, що час релакса-
цiї росте iз збiльшенням розмiрiв системи, так що окремi макроскопiчно малi
частини системи переходять самовiльно в рiвноважний стан значно ранiше,
нiж встановлюється рiвновага мiж цими частинами. Тому в нерiвноважнiй
термодинамiцi приймають що, хоча в цiлому стан системи нерiвноважний,
окремi її малi частини можуть перебувати у рiвноважному станi (точнiше,
квазiрiвноважному), але характеризуються термодинамiчними параметра-
ми, якi повiльно змiнюються з часом та вiд точки до точки.

Розмiри цих фiзично малих рiвноважних частин нерiвноважної системи
i часи змiни термодинамiчних параметрiв в них визначаються в термодина-
мiцi експериментально. Зазвичай приймається, що фiзичний елементарний
об’єм l3, з одного боку, мiстить велике число частинок (v0 ≪ l3, v0 – об’єм,
який займає одна частинка), а з iншого боку, неоднорiдностi макроскопi-
чних параметрiв ai(r⃗) на довжинi l є малими порiвняно iз значенням самих
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параметрiв (|∂ai/∂x|l ≪ ai), тобто

v
1/3
0 ≪ l ≪

∣∣∣∣ 1ai ∂ai∂x

∣∣∣∣−1

. (2.18)

Час τ змiни термодинамiчних параметрiв у фiзично малих рiвноважних
частинах набагато бiльший часу τl релаксацiї в них i набагато менший за
час τL, за який встановлюється рiвновага у всiй системi:

τl ≪ τ ≪ τL. (2.19)

В умовах, коли справедливим є уявлення про локальну рiвновагу (2.18),
(2.19), можна побудувати послiдовну феноменологiчну термодинамiку нео-
боротних процесiв. Властивостi нерiвноважної системи при цьому визнача-
ються локальними термодинамiчними потенцiалами, якi залежать вiд про-
сторових координат i часу тiльки через характеристичнi термодинамiчнi па-
раметри, для яких справедливi рiвняння термодинамiки. Так, якщо в якостi
характеристичних змiнних вибрати локальну густину внутрiшньої енергiї
u(r⃗, t), питомий об’єм v(r⃗, t) (v = ρ−1, ρ – локальна густина маси середо-
вища) i локальнi концентрацiї ci(r⃗, t) рiзних компонентiв, то стан фiзично
елементарного об’єму в околi точки r⃗ у момент часу t описується локальною
ентропiєю s = s[u(r⃗, t), v(r⃗, t), c1(r⃗, t), . . . , cn(r⃗, t)], яка визначається рiвнян-
ням Гiббса (див. (1.147))

Tds = du+ Pdv −
∑
i

µidci. (2.20)

Рiвняння (2.20) для питомих (по масi) локальних величин, яке об’єднує
перший i другий принципи термодинамiки, є основним рiвнянням нерiв-
новажної термодинамiки.

Оскiльки локальна ентропiя s (одиницi маси або ρs – одиницi об’єму)
залежить вiд термодинамiчних параметрiв ai(r⃗, t) так само, як i при повнiй
рiвновазi, то при необоротному процесi в адiабатнiй системi швидкiсть змiни
ентропiї в одиницi об’єму рiвна

σ =
d(ρs)

dt
=
∑
i

∂(ρs)

∂ai

dai
dt
. (2.21)

Розглядаючи збiльшення ентропiї при змiнi локальних макроскопiчних
параметрiв ai в адiабатних умовах як "причину" необоротного процесу, ве-

личини
∂(ρs)

∂ai
≡ Xi називають термодинамiчними силами, а величини

dai
dt

≡ Ii, що визначають швидкiсть змiни параметрiв ai – термодинамi-
чними потоками. Вираз (2.21) для швидкостi змiни ентропiї можна запи-
сати у виглядi

σ =
∑
i

IiXi. (2.22)
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Ентропiя всiєї нерiвноважної системи аддитивно складається з ентропiй її
окремих частин:

S =

∫
V

ρsdV. (2.23)

2.2.2. Рiвнянь балансу i закони збереження рiзних величин

Для визначення за допомогою основного рiвняння (2.20) термодинамiки
нерiвноважної системи швидкостi змiни ентропiї та змiни з часом всiх iнших
її термодинамiчних функцiй до цього рiвняння необхiдно додати рiвняння
балансу низки величин (маси, внутрiшньої енергiї та iн.), а також рiвнян-
ня, що зв’язують потоки Ii цих величин з термодинамiчними силами Xi.
Знайдемо рiвняння балансу i закони збереження рiзних величин.

Будь-яка екстенсивна величина B(x, y, z, t) макроскопiчної системи за-
давiльняє рiвнянню балансу

∂B

∂t
= −div I⃗B,n⃗ + σB, (2.24)

де I⃗B,n⃗ – густина повного потоку величини B = ρb (ρ – густина речовини,
b – значення величини B, вiднесене до маси), σB – змiна B за рахунок її
джерел, вiднесена до об’єму i часу.

Рiвняння (2.24), в якому σB рiвне нулю, виражає закон збереження вели-
чини B. Так, закон збереження маси має вигляд гiдродинамiчного рiвняння
неперервностi

∂ρ

∂t
= −div ρ u⃗, (2.25)

де u⃗ – масова швидкiсть в данiй точцi (x, y, z) в момент часу t.
Густина повного потоку I⃗B,n⃗, взагалi кажучи, не зводиться до конвектив-

ного потоку Bu⃗, тобто до перенесення величини B з потоком речовини, а
мiстить також члени iншої природи (тепловий потiк, дифузiйний потiк i
т. д.):

I⃗B,n⃗ = Bu⃗+ I⃗B (2.26)

(I⃗B – неконвективна частина потоку).
Таким чином, рiвняння балансу (2.24) адитивної величини можна запи-

сати у виглядi
∂(ρb)

∂t
= −div(ρb u⃗+ I⃗B) + σB, (2.27)

де частинна похiдна
∂(ρb)

∂t
визначає змiну величини B = ρb в данiй не-

рухомiй точцi простору. Цю похiдну можна виразити через повну похiдну
величини B(x, y, z, t):

dB

dt
=
∂B

∂t
+
∂B

∂x

dx

dt
+
∂B

∂y

dy

dt
+
∂B

∂z

dz

dt
=
∂B

∂t
+ ux

∂B

∂x
+ uy

∂B

∂y
+ uz

∂B

∂z
.

96



Отже,
dB

dt
=
∂B

∂t
+ (u⃗ · ∇)B =

∂B

∂t
+ u⃗ gradB. (2.28)

До цього зауважимо, що змiна dB величини B частинки речовини склада-
ється з двох частин: iз змiни B в данiй точцi простору та iз змiни B при
переходi вiд даної точки простору до точки вiддаленої на вiдстань dr⃗, яку
проходить частинка речовини за час dt.

Тому закон збереження маси (2.25) i рiвняння балансу величини B (2.27)
можна записати вiдповiдно у виглядi6

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+ u⃗ grad ρ = −div (ρu⃗) + u⃗ grad ρ = −u⃗ grad ρ− ρ div u⃗+ u⃗ grad ρ,

тобто
dρ

dt
= −ρ div u⃗, (2.29)

ρ
db

dt
= −divI⃗B + σB, (2.30)

Вiдповiдно до загальної формули (2.30) рiвняння балансу ентропiї буде мати
вигляд

ρ
ds

dt
= −divI⃗s + σ, (2.31)

де I⃗s – густина потоку ентропiї, σ – локальна швидкiсть виникнення ентро-
пiї.

Для знаходження явного вигляду I⃗s i σ формулу (2.31) зiставляють з

виразом для ρ
ds

dt
, отриманим з рiвняння Гiббса (2.20)

ρ
ds

dt
=
ρ

T

du

dt
+
ρP

T

dv

dt
−
∑
i

ρµi
T

dci
dt
, (2.32)

у яке пiдставляють вирази для похiдних за часом i приросту ентропiї (2.22).
В якостi прикладу знайдемо рiвняння балансу ентропiї з явним виглядом

для I⃗s i σ в однорiдному твердому тiлi, в якому є градiєнт температури.
Нехай u(x, y, z, t) – питома внутрiшня енергiя. Змiною об’єму тiла вна-

слiдок теплового розширення будемо нехтувати; потiк частинок у випадку
твердого тiла також рiвний нулю. Тому з (2.32) маємо

ρ
ds

dt
=
ρ

T

du

dt
. (2.33)

6div (ψa⃗) = a⃗ gradψ + ψdiv a⃗, ψ – скалярна функцiя,

div (⃗a1 + a⃗2) = div a⃗1 + div a⃗2,

div c a⃗ = cdiv a⃗, c = const.
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За законом збереження енергiї (вiдповiдно до загальної формули (2.30) при
σB = 0),

ρ
du

dt
= −divI⃗Q, (2.34)

де I⃗Q – вектор густини потоку теплоти (енергiї). З цих рiвнянь для балансу
ентропiї отримуємо

ρ
ds

dt
= − 1

T
divI⃗Q, (2.35)

оскiльки

div
I⃗Q
T

=
1

T
divI⃗Q + I⃗Q grad

1

T
=

1

T
divI⃗Q − 1

T 2
I⃗Q gradT,

то

ρ
ds

dt
= −div

I⃗Q
T

− 1

T 2
I⃗Q gradT. (2.36)

Зiставляючи рiвняння (2.36) з рiвнянням балансу ентропiї (2.31), знаходимо,
що густина потоку ентропiї I⃗s i швидкiсть приросту ентропiї σ вiдповiдно
рiвнi

I⃗s =
1

T
I⃗Q, (2.37)

σ = − 1

T 2
I⃗Q gradT =

3∑
i=1

IiXi, (2.38)

де Xi = − 1

T 2

∂T

∂xi
– декартова компонента термодинамiчної сили, яка вiдпо-

вiдає декартовiй координатi потоку Ii.
Додатково використовуючи встановленi на дослiдi спiввiдношення мiж

потоками i термодинамiчними силами, можна показати, що вiдповiдно до
другого закону термодинамiки σ > 0. Зокрема, використовуючи закон те-
плопровiдностi Фурье для однорiдного iзотропного тiла про пропорцiйнiсть
I⃗Q градiєнту температури

I⃗Q = −κ gradT (κ > 0) (2.39)

де κ – коефiцiєнт теплопровiдностi, з (2.37) i (2.39) отримуємо

I⃗s = −κ

T
gradT, (2.40)

σ =
κ

T 2
(gradT )2. (2.41)

Оскiльки κ > 0, то з (2.41) випливає, що локальний прирiст ентропiї σ > 0,
що вiдповiдає зростанню ентропiї, вiдповiдно до другого закону термодина-
мiки.
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2.2.3. Лiнiйнi процеси. Перехреснi ефекти. Спiввiдношення взаєм-

ностi Онсагера.

У рiвноважному станi термодинамiчнi сили Xi, потоки Ii та швидкiсть
змiни ентропiї σ рiвнi нулю. Тому при малих вiдхиленнях вiд положення рiв-
новаги природно вважати, що мiж потоками i силами iснує лiнiйний зв’язок

Ii =
n∑
k=1

LikXk. (2.42)

Коефiцiєнти Lik в (2.42) називаються феноменологiчними або кiнети-
чними коефiцiєнтами. Дiагональнi коефiцiєнти Lii визначають "прямi"
явища переносу, а недiагональнi коефiцiєнти Lik визначають "перехреснi"
або "спряженi" процеси. Так, за законом теплопровiдностi градiєнт темпе-
ратури викликає потiк теплоти, градiєнт концентрацiї викликає дифузiю, а
за законом Ома градiєнт потенцiалу електричного поля викликає струм i
так далi. Поряд з цими прямими процесами переносу виникають i спряже-
нi з ними процеси. Наприклад, при iснуваннi градiєнта температури окрiм
перенесення теплоти може вiдбуватися i перенесення маси (термодифузiя).
Такi перехреснi процеси характеризуються недiагональними коефiцiєнтами
Lik. Так, густина потоку маси I⃗1 за наявностi градiєнта концентрацiї i гра-
дiєнта температури рiвна

I⃗1 = −L11grad c− L12gradT.

В лiнiйний закон (2.42) входить велике число феноменологiчних пара-
метрiв Lik. Проте число цих незалежних коефiцiєнтiв вдається зменшити,
якщо врахувати часову i просторову симетрiю.

У 1931 р. Л. Онсагер, виходячи з iнварiантностi мiкроскопiчних рiв-
нянь руху вiдносно змiни знаку часу (часова симетрiя) та на основi уявлень
про нерiвноважний стан системи, викликаний зовнiшнiми силами, як деяку
флуктуацiю рiвноважної системи, встановив, що в областi лiнiйностi необо-
ротних процесiв, за вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля та обертання
системи як цiлого, матриця кiнетичних коефiцiєнтiв симетрична:

Lik = Lki (i, k = 1, 2, . . . , n). (2.43)

Якщо ж на систему дiє зовнiшнє магнiтне поле H або вона обертається з
кутовою швидкiстю ω, то

Lik(H) = Lki(−H), Lik(ω) = Lki(−ω). (2.44)

Цi спiввiдношення симетрiї називають спiввiдношеннями взаємностi
Онсагера.

Фiзично цей другий закон термодинамiки лiнiйних необоротних процесiв
означає, що iснує симетрiя при взаємодiї рiзних процесiв: зростання потоку
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Ik, обумовлене збiльшенням на одиницю сили Xi (при постiйних Xk ̸=i), рiвне
зростанню потоку Ii, обумовленому збiльшенням на одиницю Xk.

Низку властивостей кiнетичних коефiцiєнтiв можна встановити виходя-
чи безпосередньо з термодинамiчних законiв лiнiйних необоротних проце-
сiв. Зокрема, для таких процесiв загальна формула (2.22) (з урахуванням
(2.42)) для швидкостi змiни ентропiї набуває квадратичного вiдносно тер-
модинамiчних сил вигляду

σ =
∑
i,k

LikXiXk. (2.45)

Згiдно другого закону термодинамiки для необоротних процесiв, σ > 0,
а, отже, квадратична форма (2.45) є додатно визначеною, що накладає деякi
обмеження на кiнетичнi коефiцiєнти Lik.

Як вiдомо, для того, щоб симетрична матриця Lik була додатною, необ-
хiдно i достатньо, щоб її детермiнант

detLik =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L11 L12 . . . L1n

L21 L22 . . . L2n

. . . . . . . . . . . .

Ln1 Ln2 . . . Lnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.46)

i головнi мiнори були додатними, тобто дiагональнi коефiцiєнти повиннi
бути додатними:

Lii > 0, (2.47)

а недiагональнi коефiцiєнти задовольняти нерiвностям∣∣∣∣∣∣ Lii Li,i+1

Li+1,i Li+1,i+1

∣∣∣∣∣∣ > 0, (2.48)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lii Li,i+1 Li,i+2

Li+1,i Li+1,i+1 Li+1,i+2

Li+2,i Li+2,i+1 Li+2,i+2

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, i так далi. (2.49)

Спiввiдношення взаємностi (2.43) та (2.44) для лiнiйних процесiв еквi-
валентнi варiацiйному принципу, названому Онсагером принципом най-
меншого розсiяння енергiї (або принципом мiнiмуму швидкостi змi-
ни ентропiї Пригожина): стацiонарний стан системи, в якiй вiдбувається
необоротний процес, характеризується тим, що швидкiсть виникнення ен-
тропiї має мiнiмальне значення за даних зовнiшнiх умов, що перешкоджа-
ють переходу системи у рiвноважний стан.
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З цього випливає, що подiбно до того як рiвноважний стан характеризу-
ється максимальною ентропiєю, так стацiонарний процес характеризується
мiнiмумом швидкостi виникнення ентропiї.

Основне рiвняння нерiвноважної термодинамiки (2.20) при використаннi
лiнiйного закону та спiввiдношень взаємностi Онсагера дозволяє встановити
загальнi зв’язки мiж кiнетичними коефiцiєнтами рiзних процесiв перенесе-
ння в данiй системi.

2.2.4. Стiйкiсть стацiонарних станiв. Принцип Ле Шательє

Як вiдомо в рiвноважнiй термодинамiцi, iзольована система з часом пе-
реходить в рiвноважний стан з максимальною ентропiєю, а система в тер-
мостатi при постiйному об’ємi – в рiвноважний стан з мiнiмальною енергiєю
Гiббса i т.д. Аналогiчно, як показує дослiд, в системi, що знаходиться пiд
впливом не залежних вiд часу чинникiв, через деякий час встановлюється
стацiонарний стан з мiнiмумом швидкостi виникнення ентропiї σ. При змi-
нi стану такої системи (достатньо близької до стану рiвноваги), вона знову
повертається в початковий стацiонарний стан. Це вказує на стiйкiсть ста-
цiонарного стану.

При наявностi зовнiшнього впливу на систему в стацiонарному станi,
в системi виникають внутрiшнi потоки, що послабляють результати цього
впливу – принцип Ле Шательє7 в лiнiйнiй термодинамiцi необоротних
процесiв. Вiн дає можливiсть передбачити напрям протiкання процесу в
системi, що виведена зовнiшнiм впливом iз стану стiйкої рiвноваги. Умовою
застосовностi принципу Ле Шательє є наявнiсть в системи стану стiйкої
рiвноваги.

Таким чином, в областi лiнiйностi необоротних процесiв швидкiсть змiни
ентропiї вiдiграє таку саму роль, як i термодинамiчнi потенцiали в теорiї
рiвноважних систем.

При вiдсутностi зовнiшнiх полiв, близькi до рiвноваги стацiонарнi стани
однорiднi в просторi. Iз стiйкостi цих станiв випливає, що спонтанне ви-
никнення впорядкованостi у виглядi просторових або часових розподiлiв,
якiсно вiдмiнних вiд рiвноважних, неможливе.

Розглянемо тепер деякi застосування нерiвноважної термодинамiки Он-
сагера.

2.3. Термоелектричнi явища
Одним з найважливiших застосувань лiнiйної термодинамiки необоро-

тних процесiв є побудова теорiї термоелектричних явищ, якi завжди пов’я-
занi з необоротним перенесенням теплоти. Експериментально вiдомо три
термоелектричнi явища в iзотропних тiлах.

7Його аналогом є правило Ленца для напрямку iндукцiйного струму в контурi.
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1. Ефект Зєєбека: на стику двох рiзних провiдникiв, що мають рiзницю
температур dT , виникає ЕРС E = α12dT (α12 = α1 − α2 – коефiцiєнт термо-
ЕРС мiж даними провiдниками; α – коефiцiєнт диференцiальної термо-ЕРС
даного провiдника). Тому якщо з двох рiзних провiдникiв скласти замкнуте
коло i мiсця їх контактiв пiдтримувати при рiзних температурах, то в цьому
колi виникає ЕРС. Величину α вважають додатною, якщо термострум, що
виникає в провiднику, тече вiд гарячого контакту до холодного.

2. Ефект Пельтьє: при проходженнi електричного струму в термiчно
однорiднiй системi в мiсцi з’єднання двох рiзних провiдникiв видiляється
або поглинається теплота (теплота Пельтьє), пропорцiйна силi струму.

3. Ефект Томсона: при проходженнi електричного струму в провiдни-
ку з градiєнтом температури крiм теплоти Джоуля видiляється додаткова
кiлькiсть теплоти (теплота Томсона), пропорцiйна градiєнту температури
i силi струму.

Для теоретичного пояснення цих явищ знайдемо локальну швидкiсть ви-
никнення ентропiї σ в неоднорiдному провiднику при проходженнi по ньому
струму i наявностi в ньому градiєнта температури. Будемо виходити з рiв-
нянь (2.20) (2.42) (2.43).

Нехай струм густиною j⃗ створюється рухомими зарядами −e (e > 0) пiд
дiєю електричного поля E⃗ = −gradφ (φ – електричний потенцiал). Змiною
об’єму видiленої частини металу при проходженнi по ньому струму будемо
нехтувати.

За наявностi електричного поля рiвновага наступає у разi рiвностi еле-
ктрохiмiчних потенцiалiв µ̄ = µ− eφ, а не хiмiчних потенцiалiв µ.

Якщо µ вiднести до моля рухомих заряджених частинок, то dN визнача-
тиме число молей цих частинок, що входять в даний об’єм металу, i рiвняння
(2.20) матиме вигляд

TdS = dU − (µ− Fφ)dN (2.50)

де F = eNA – абсолютне значення заряду моля електронiв – стала Фарадея,
рiвна 96 500 Кл/моль (NA – стала Авогадро), так що µ/F = µ/(eNA) = ξ/e
(ξ = µ/NA – хiмiчний потенцiал, розрахований на 1 електрон). З рiвняння
(2.50) отримуємо

∂S

∂t
=

1

T

∂U

∂t
− 1

T
(µ− Fφ)

∂N

∂t
. (2.51)

Похiдну ∂N/∂t знайдемо iз закону збереження заряду, а похiдну ∂U/∂t
– iз закону збереження енергiї. Пiдставивши їх у формулу (2.50), знайдемо
вираз для σ.

Число носiїв заряду в 1 г металу рiвне NAN , де N – число мiлiв рухомих
зарядiв в 1 г. Якщо масова густина електронiв (тобто маса електронiв в 1
см3 металу) рiвна ρ, то – −mNANe/V = −ρNANe – заряд одиницi об’єму а,
отже, за законом збереження заряду

− ∂

∂t
(−ρNANe) = div j⃗,
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звiдки

ρ
∂N

∂t
=

1

F
div j⃗. (2.52)

При проходженнi струму кожна одиниця об’єму, з одного боку, втрачає
енергiю iз-за теплового потоку I⃗ (ця втрата рiвна – div I⃗), а з iншого боку,
отримує за одиницю часу, по-перше, електричну енергiю j⃗E⃗8 i, по-друге, до-
даткову потенцiальну енергiю ∂

∂t(−ρNANe)φ = −φdiv j⃗ внаслiдок зростання
заряду одиницi об’єму. Таким чином, за законом збереження енергiї

ρ
∂U

∂t
= −div I⃗ + j⃗E⃗ − φdiv j⃗. (2.53)

Пiдставляючи формули (2.52) i (2.53) в (2.51), отримуємо

ρ
∂S

∂t
=

1

T

[
−div I⃗ + j⃗E⃗ − φdiv j⃗

]
− 1

T
(µ− Fφ)

1

F
div j⃗ =

= − 1

T
div I⃗ +

1

T
j⃗E⃗ − ξ

Te
div j⃗.

Оскiльки

div
I⃗

T
=

1

T
div I⃗ + I⃗ grad

(
1

T

)
та

div

(
ξ

Te
j⃗

)
=

ξ

Te
div j⃗ + j⃗ grad

(
ξ

Te

)
,

то

ρ
∂S

∂t
+ div

(
I⃗ + ξ

e j⃗

T

)
= I⃗ grad

(
1

T

)
+

1

T
j⃗E⃗ + j⃗ grad

(
ξ

Te

)
= −I⃗ 1

T 2
gradT +

1

T
j⃗

(
E⃗ + T grad

(
ξ

Te

))
.

Остаточно отримуємо

ρ
∂S

∂t
+ div

(
1

T

(
I⃗ +

ξ

e
j⃗

))
=

1

T

[
I⃗

(
− 1

T
gradT

)
+ j⃗

(
E⃗ + T grad

(
ξ

Te

))]
.

(2.54)
Це рiвняння показує, що змiна ентропiї в даному мiсцi може вiдбувати-

ся як за рахунок притоку ентропiї ззовнi, так i необоротних процесiв, що
протiкають усерединi даного об’єму. Перепишемо це рiвняння у виглядi

ρ
∂S

∂t
+ div Is = σ, (2.55)

8W =
∫
V

j⃗E⃗dV – енергiя електричного поля у всьому об’ємi провiдника
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де Is = 1
T

(
I⃗ + ξ

e j⃗
)

– густина потоку ентропiї;

σ =
1

T

[
I⃗

(
− 1

T
gradT

)
+ j⃗

(
E⃗ + T grad

(
ξ

Te

))]
. (2.56)

– локальний прирiст ентропiї за одиницю часу.
Вираз (2.56) є лiнiйною функцiєю потокiв I⃗ i j⃗. Самi ж потоки, згiдно

лiнiйного закону (2.42), є лiнiйними функцiями коефiцiєнтiв, що стоять при
них у формулi (2.56) коефiцiєнтiв:

I⃗ = −L11
1

T
gradT + L12

(
E⃗ + T grad

ξ

eT

)
,

j⃗ = −L21
1

T
gradT + L22

(
E⃗ + T grad

ξ

eT

)
. (2.57)

Згiдно формулi (2.43)
L12 = L21. (2.58)

Розв’язуючи систему рiвняння (2.57) вiдносно I⃗ i E⃗, одержимо

E⃗ + T grad
ξ

eT
=

j⃗

L22
+
L21

L22

1

T
gradT,

I⃗ = −L11L22 − L2
12

L22T
gradT +

L12

L22
j⃗,

та скориставшись вiдомими спiввiдношеннями gradφψ = ψ gradφ+φ gradψ,

grad f(φ) =
df

dφ
gradφ, де φ та ψ – скалярнi функцiї, знайдемо

E⃗ =
1

L22
j⃗ +

L21

L22

1

T
gradT − T grad

ξ

eT
=

=
1

L22
j⃗ +

L21

L22

1

T
gradT − T

(
ξ

e
grad

1

T
+

1

T
grad

ξ

e

)
=

=
1

L22
j⃗ +

(
L21

L22
+
ξ

e

)
1

T
gradT − grad

ξ

e
.

Ввiвши позначення

κ =
L11L22 − L2

12

L22T
, Π = −L12

L22
, (2.59)

σ = L22, α = −
(
L21

L22
+
ξ

e

)
1

T
, (2.60)
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остаточно будемо мати

I⃗ = −κ gradT − Πj⃗, (2.61)

E⃗ =
1

σ
j⃗ − α gradT − grad

ξ

e
. (2.62)

Як видно коефiцiєнти κ, Π, α, 1/σ виражаються через L11, L12, L21 та L22 i
їх змiст легко з’ясувати з аналiзу формул (2.61) i (2.62).

Дiйсно, iз спiввiдношення (2.61) за вiдсутностi струму в провiднику (⃗j =
0) отримуємо

I⃗ = −κ gradT,
де κ – теплопровiднiсть; iз спiввiдношення (2.62) за вiдсутностi градiєнта
температур в однорiдному провiднику маємо

j⃗ = σE⃗,

де σ – електропроводнiсть.
Якщо в провiднику j⃗ = 0, то з формули (2.62) випливає, що в такому

провiднику iснує поле E⃗, обумовлене gradT i grad ξ:

E⃗ = −α gradT − grad ξ/e,

де α – термоелектрорушiйна сила (термо-ЕРС). Якщо gradT = 0, то [див.
(2.61)] потiк теплоти I⃗ ̸= 0, а має значення Πj⃗. Цей потiк обумовлений
перенесенням заряду. Величину Π називають коефiцiєнтом Пельтьє.

Iз спiввiдношення (2.60) для однорiдного провiдника (ξ = 0) знаходимо
наступний зв’язок мiж коефiцiєнтами Π i α:

Π = αT. (2.63)

Це спiввiдношення, назвається другим спiввiдношенням Томсона. Воно ви-
ражає в частинному випадку принцип Онсагера.

З виразу (2.56) для приросту ентропiї видно, що термодинамiчнi сили,
згiдно означення Онсагера, при необоротних процесах рiвнi:

а) при теплопровiдностi

X⃗ = − 1

T
gradT ;

б) при проходженнi електричного струму

X⃗ = E⃗ = −gradφ;

в) при дифузiї
X⃗ = T grad

µ

T
;
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Розглянемо тепер термiчно неоднорiдну систему iз струмом i знайдемо
змiну енергiї ρ ∂U/∂t за одиницю часу в одиницi об’єму такої хiмiчно однорi-
дної системи. Згiдно рiвняння (2.53), при пiдстановцi в нього виразiв для I⃗ i
E⃗ з (2.61) i (2.62) у випадку постiйного струму (коли div j⃗ = 0 i врахувавши
що Π = αT + ξ/e) будемо мати

ρ
∂U

∂t
= −div

(
−κ gradT − Πj⃗

)
+ j⃗

(
1

σ
j⃗ − α gradT − grad

ξ

e

)
− φ div j⃗ =

= div(κ gradT ) + div(Πj⃗) +
j2

σ
− α j⃗ gradT − j⃗ grad

ξ

e
− φ div j⃗ =

= div(κ gradT ) +
j2

σ
+Πdiv j⃗ + j⃗ gradΠ− α j⃗ gradT − j⃗ grad

ξ

e
−

− φ div j⃗ =

= div(κ gradT ) +
j2

σ
+ j⃗ grad

(
αT +

ξ

e

)
− α j⃗ gradT − j⃗ grad

ξ

e
=

= div(κ gradT ) +
j2

σ
+ j⃗ gradαT + j⃗ grad

ξ

e
− α j⃗ gradT − j⃗ grad

ξ

e
=

= div(κ gradT ) +
j2

σ
+ j⃗

d(αT )

dT
gradT − α j⃗ gradT =

= div(κ gradT ) +
j2

σ
+

(
d(αT )

dT
− α

)
j⃗ gradT =

= div(κ gradT ) +
j2

σ
+

(
T
dα

dT
+ α− α

)
j⃗ gradT.

Остаточно будемо мати

ρ
∂U

∂t
= div(κ gradT ) +

j2

σ
+ T

dα

dT
j⃗ gradT. (2.64)

З цього виразу видно, що змiна енергiї в термiчно неоднорiднiй си-
стемi обумовлена теплопровiднiстю div(κ gradT ), видiленням джоулевої
теплоти j2/σ та сумiсною дiєю теплопровiдностi i електропровiдностi
T (dα/dT ) j⃗ gradT .

Кiлькiсть теплоти, що додатково видiляється в провiднику внаслiдок
температурної неоднорiдностi, називається теплотою Томсона, а саме яви-
ще – ефектом Томсона. Феноменологiчно ця теплота рiвна

qT = τ j⃗ gradT,

де τ – коефiцiєнт Томсона. Як випливає з (2.64),

τ = T
dα

dT
. (2.65)

Це спiввiдношення називається першим спiввiдношенням Томсона.
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3. СТАТИСТИЧНА ФIЗИКА

3.1. Основнi поняття статистичної фiзики

3.1.1. Мiкроскопiчна модель i макроскопiчнi змiннi як статистичнi

середнi

Згiдно атомiстичних уявленням, макроскопiчне тiло складається з ве-
ликого числа молекул або атомiв, рух яких описується законами класичної
(або квантової) механiки. Вiдповiдно класична мiкроскопiчна модель
– це система N матерiальних точок, рух яких пiдпорядкований законам
механiки Ньютона.

Мiкроскопiчний стан у класичнiй моделi повнiстю описується 3N ко-
ординатами r⃗k (k = 1, . . . , N) матерiальних точок i їх швидкостями ˙⃗rk або
iмпульсами p⃗k, тобто 6N змiнними.

При проведеннi макроскопiчного дослiду мiкроскопiчний стан систе-
ми повнiстю не визначається, оскiльки при цьому вимiрюються значення
лише обмеженого числа n механiчних величин, якi є функцiями 6N мiкро-
параметрiв, причому N > n, оскiльки в одному молi мiститься ≈ 6 · 1023
молекул, а n обчислюється лише одиницями.

Таким чином, для макроскопiчних систем немає змiсту будувати мiкро-
скопiчну теорiю, в розумiннi можливостi вимiрювання 6N мiкроскопiчних
змiнних. Для них неминучим є статистичний розгляд мiкроскопiчної моделi.
Iнакше кажучи, кожному мiкроскопiчному стану ставиться у вiдповiднiсть
деяка ймовiрнiсть, тобто мiкростан розглядається як випадкова величина,
а макроскопiчно вимiрюваним величинам ставляться у вiдповiднiсть стати-
стичнi середнi значення зображуючих їх функцiй.

У класичнiй мiкромоделi статистичний опис означає введення густини
ймовiрностi мiкростану w(r⃗1, . . . , r⃗N , p⃗1, . . . , p⃗N ; t) за допомогою якої обчи-
слюються статистичнi середнi

F̄ =

∫
F (r⃗1, . . . , p⃗N)w(r⃗1, . . . , p⃗N ; t) dr⃗1, . . . , dp⃗N (3.1)

механiчних величин F (r⃗1, . . . , p⃗N), що описують макроскопiчно вимiрюванi
параметри. Можна вважати, що обчисленi таким чином середнi значення
практично спiвпадають з результатами макроскопiчних вимiрювань вели-
чин, якщо є достатньо малими середнi квадратичнi вiдхилення

△(F ) =

√
(F − F̄ )2, (3.2)

як це випливає з нерiвностi Чебишева9. Таким чином, якщо макроскопiчно
9Для випадкової величини x нерiвнiсть Чебишева можна записати у такому виглядi

W (|x− x̄| > a) 6 (x− x̄)2

a2
.
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вимiрюванi величини мають структуру випадкових величин, що задоволь-
няють закону великих чисел10, то можна вважати, що

△(F )

F̄
∼ 1√

N
, N → ∞, (3.3)

а оскiльки N дiйсно дуже велике, то обчисленi середнi F̄ практично спiв-
падають з їх дiйсними значеннями. Фiзичний змiст цих тверджень можна
наочно продемонструвати на рис 3.1. Реальне, випадкове значення фiзи-

Рис. 3.1. Статистичний опис макропараметрiв

чної величини F в даному конкретному випадку зображене неперiодично
змiнною лiнiєю. У iнших дослiдах ця лiнiя може мати iнший вигляд, проте
завжди вона буде лежати в основному в межах двох пунктирних лiнiй, що
оточують жирну лiнiю, що зображає середнє значення F̄ . Лiнiя реальних
значень лише дуже рiдко виходить за межi смуги шириною 2△(F ), обмеже-
ної пунктирними лiнiями, оскiльки, згiдно нерiвностi Чебишева, ймовiрнiсть
W подiї, при якiй |F−F̄ | буде перевищувати деяку величину a, задовольняє
нерiвностi

W (|F − F̄ | > a) 6 (F − F̄ )2

a2
≈

1

a2N2
. (3.4)

Таким чином, вимiрянi на досвiдi макроскопiчнi величини можуть ото-
тожнюватися iз статистичними середнiми вiд функцiй мiкроскопiчних змiн-
них.

З нерiвностi випливає, що ймовiрнiсть вiдхилень, якi значно перевищують середньо квадратичне вiд-

хилення (x− x̄)2, швидко зменшується iз збiльшенням вiдхилення. Отже, при випробуваннях будь яка

випадкова величина у бiльшостi випадкiв буде приймати значення, якi не вiдхиляються вiд середнього

значення бiльше нiж на (x− x̄)2.
10*********
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3.1.2. Опис руху в класичнiй механiцi

Макроскопiчнi тiла складаються з дуже великого, але cкiнченого числа
частинок (атомiв, молекул, iонiв, електронiв), тому нас цiкавитимуть меха-
нiчнi системи з скiнченим числом степеней свободи 3N , тобто такi системи,
геометрична конфiгурацiя яких визначається скiнченим числом параметрiв
qi (i = 1, 2, . . . , 3N ), якi називають узагальненими координатами. При
русi системи узагальненi координати є функцiями часу: qi = qi(t); величини
dqi/dt ≡ q̇i називаються узагальненими швидкостями.

Для всякої механiчної системи iснує так звана функцiя Лагранжа

L(q1, q2, . . . , q3N , q̇1, q̇1, . . . , q̇3N , t) ≡ L(q, q̇, t) = K − U,

де K i U – кiнетична i потенцiальна енергiї системи. Фукцiя L(q, q̇, t) зале-
жить вiд узагальнених координат, швидкостей та часу i задовiльняє рiвня-
нням

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
=
∂L
∂qi

, (i = 1, 2, . . . , 3N). (3.5)

Цi рiвняння називаються рiвняннями Лагранжа другого роду.
Вид функцiї Лагранжа визначається динамiчною структурою системи:

масами її частинок, силами, що дiють в нiй, характером зв’язкiв, що iснують
в нiй.

Спiввiдношення (3.5) треба розглядати як закон природи, як узагальнен-
ня експериментальних даних. Можна легко показати, що з (3.5) випливають
рiвняння класичної механiки Ньютона.

З механiки вiдомо, що систему (3.5) 3N рiвнянь другого порядку мо-
жна замiнити еквiвалентною системою 6N рiвнянь першого порядку, тобто
канонiчними рiвняннями Гамiльтона:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(i = 1, 2, . . . , 3N),

H =
3N∑
i=1

piq̇i − L = K + U, pi =
∂L
∂q̇i

.

 (3.6)

Тут H – функция Гамiльтона, або гамiльтонiан, а (q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N) –
сукупнiсть канонiчних змiнних. У загальних доведеннях всi канонiчнi
змiннi зручно позначати однiєю буквою Xi, вважаючи

qi = Xi, pi = Xi+3N (i = 1, 2, . . . , 3N). (3.7)

Позначимо всю сукупнiсть змiнних (X1, . . . , X6N) буквою X, а добуток всiх
диференцiалiв dX1 . . . dX6N = dX.

Оскiльки рiвняння Гамiльтона є системою диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку, то значення всiх змiнних X у момент часу t вважаються пов-
нiстю визначеними, якщо вiдомi значення цих змiнних X0 у момент t = 0.
Таким чином, задання всiх канонiчних змiнних в початковий момент часу
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визначає повнiстю стан системи в будь-який наступний момент. Отже, су-
купнiсть змiнних X повнiстю визначає мiкроскопiчний стан системи. Цим
рiвняння Гамiльтона вигiдно вiдрiзняються вiд рiвнянь Лагранжа, якi є рiв-
няннями другого порядку i для визначення стану системи в наступнi мо-
менти часу необхiдно задавати в початковий момент не тiльки значення
всiх координат q01, . . . , q03N , але i швидкостей q̇01, . . . , q̇03N . При розв’язаннi за-
дач статистичної фiзики, набагато зручнiше зображати мiкроскопiчний стан
однорiдним набором канонiчних змiнних X, а не набором координат i швид-
костей. Отже, класична атомiстична модель представляє собою класичну
гамiльтонову систему.

3.1.3. Класична статистична модель. Фазовий простiр. Фазовi се-

реднi

Згiдно (3.6), (3.7), класична атомiстична модель являє собою гамiльто-
нову систему, стан якої повнiстю описується сукупнiстю 6N канонiчних
змiнних X, що задовольняють рiвняння Гамiльтона:

Ẋi =
∂H

∂Xi+3N
, Ẋi+3N = − ∂H

∂Xi
(i = 1, 2, . . . , 3N), (3.8)

причому задання початкового стану (X0) повнiстю визначає стан системи
(X t) в будь-який наступний або попереднiй момент часу t. Це властивiсть
гамiльтонової форми класичної механiки дозволяє ввести геометрично нао-
чне зображення системи i її рух у фазовому просторi.

Фазовий простiр або Γ-простiр – це уявний 6N -вимiрний геометри-
чний простiр, координатами якого є 6N канонiчних змiнних X1, . . . , X6N .
Точка у фазовому просторi зображає стан всiєї системи в заданий момент
часу. З плином часу фазова точка перемiщується по фазовому простору,
утворюючи фазову траєкторiю. Остання зображає, очевидно, рух всiх
N матерiальних точок. В деяких випадках, наприклад для iдеального га-
зу, зручно ввести фазовий простiр, що вiдповiдає координатам i спряженим
iмпульсам однiєї молекули – µ-простiр.

У механiцi розглядаються тiльки такi гамiльтонiани, для яких розв’язки
рiвнянь Гамiльтона є однозначними, тобто кожна початкова фазова точка
визначає єдину фазову траєкторiю. Отже, фазовi траєкторiї не перетинаю-
ться.

Простим прикладом фазового простору є фазова площина – фазовий
простiр системи з однiєю степiнню свободи. Це єдина система, фазовий про-
стiр якої можна наочно зобразити у нашому тривимiрному свiтi, бо вже для
системи з двома степенями свободи фазовий простiр є чотиривимiрним.

В якостi прикладу розглянемо на фазовiй площинi фазовi траєкторiї
лiнiйного гармонiйного осцилятора. Розв’язки рiвнянь Гамiльтона для гар-
монiйного осцилятора мають вигляд

q = q0 sinωt, p = mq̇ = mωq0 cosωt = p0 cosωt,
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звiдки знаходимо рiвняння фазової траєкторiї(
q

q0

)2

+

(
p

p0

)2

= 1, p0 = mωq0,

яка зображається сукупнiсть концентричних елiпсiв (рис. 3.2).

Рис. 3.2. Фазова траєкторiя гармонiчного осцилятора

Вважаючи сукупнiсть канонiчних змiнних X випадкової величиною, як
це має мiсце при статистичному розглядi динамiчної мiкромоделi, кожному
мiкростану X ставимо у вiдповiднiсть деяку густину ймовiрностi w(X, t),
яка статистично описує стан i рух фазових точок у фазовому просторi. Фа-
зову густину ймовiрностi w(X, t) iнодi називають фазовим розподiлом
ймовiрностi або фазовим розподiлом.

Знаючи фазову густину ймовiрностi, можна обчислити ймовiрнiсть ви-
явлення системи в заданому фазовому об’ємi G:

W (G) =

∫
G

w(X, t) dX. (3.9)

Якщо область G охоплює весь фазовий об’єм Γ (G = Γ), зайнятий всiма
можливими фазовими точками, то W (G) є ймовiрнiстю достовiрної подiї i
рiвна одиницi. Звiдси отримуємо умову нормування∫

(X)

w(X) dX = 1, (3.10)

де X в дужках пiд знаком iнтеграла означає iнтегрування за всiма змiнних
X.

Якщо макроскопiчними параметрами, тобто макроскопiчно вимiрюва-
ними величинами, є функцiї канонiчних змiнних Fk(X), причому k =
1, 2, . . . , n, де n≪ N , то їх статистичнi або фазовi середнi рiвнi

F̄k =

∫
(X)

Fk(X)w(X, t) dX. (3.11)
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Формула (3.11) дає усереднення за статистичним ансамблем. Статисти-
чним ансамблем називають сукупнiсть N0 дуже великого числа (N0 → ∞)
однакових систем ("копiй" даної системи), якi перебувають в однакових
макроскопiчних станах, але їх мiкростани змiнюються незалежно, тому в
кожний момент часу вони перебувають у рiзних мiкростанах, тобто мають
рiзнi значення миттєвих макропараметрiв.

Як вже наголошувалося ранiше, рiзниця мiж цими статистичними сере-
днiми i спостережуваними дiйсними значеннями F (X) є нехтовно малою,
якщо є достатньо малими середнi квадратичнi вiдхилення △(F ) внаслiдок
нерiвностi Чебишева (3.4). Обчислюючи в цьому випадку середнi значення
F̄ ми знаходимо статистичний закон поведiнки величини F . За цим законом
практично достовiрно можна передбачати iстиннi значення величини F .

3.1.4. Квантова статистична модель

Основним завданням статистичної фiзики є обчислення макроскопi-
чних параметрiв (макропараметрiв) – тиску P , об’єму V , температури
Т тощо, якi характеризують макроскопiчну систему загалом i визначають
макроскопiчний стан (макростан) системи.

Це завдання у статистичнiй фiзицi вирiшується на основi iснування мi-
крочастинок (атомiв, молекул, йонiв тощо), з яких складається макросисте-
ма, та на пiдставi їх властивостей i особливостей поведiнки.

Мiкрочастинки мають квантовi властивостi. Тому макросистема в прин-
ципi є квантовою системою, отже, її стан має визначатися хвильовою фун-
кцiєю. Якщо система мiстить N частинок, кожна з яких має f ступенiв
вiльностi, хвильова функцiя повинна мати вигляд

Ψ = Ψn1,n2,...,nfN (q1, q2, . . . , qfN , t), (3.12)

де n1, n2, . . . , nfN – сукупнiсть квантових чисел (мiкропараметрiв), кiль-
кiсть яких дорiвнює числу ступенiв вiльностi системи fN ; q1, q2, . . . , qfN –
координати частинок.

Хвильова функцiя (3.12), або набiр квантових чисел n1, n2, . . . , nfN , ви-
значає квантовий стан макросистеми, який у статистичнiй фiзицi назива-
ють мiкроскопiчним станом, або мiкростаном.

Зрозумiло, що макропараметри залежать вiд мiкропараметрiв, причому
одним i тим самим значенням макропараметрiв зазвичай вiдповiдає велика
кiлькiсть рiзних комбiнацiй квантових чисел n1, n2, . . . , nfN , тобто рiзних мi-
кростанiв. Такi мiкростани, в яких може перебувати макросистема за певних
умов її iснування (за заданих макропараметрiв P , V , T , ...), називають до-
ступними мiкростанами. Кiлькiсть доступних мiкростанiв макросистеми
позначимо як Ω. Воно є мультиплiкативною величиною та одним iз клю-
чових понять статистичної фiзики, у зв’язку з чим потрiбно вмiти його
обчислювати.

Нехай мiкростани системи визначаються набором квантових чисел
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n1, n2, . . . , nfN , який позначимо через n, а можливi значення деякого ма-
кропараметра – як Fn.

Припустимо, що одночасно зафiксували розподiл N0 систем статисти-
чного ансамблю за всiма доступними мiкростанами та позначили число си-
стем в n-му мiкростанi як Nn. Тодi вiдношення

Wn =
Nn

N0
(3.13)

визначить ймовiрнiсть виявити довiльну систему ансамблю в мiкростанi n
зi значенням макропараметра Fn, середнє значення якого дорiвнює

F̄ =
∑
n

FnWn. (3.14)

Пiдсумовування в (3.14) виконують за всiма доступними мiкростанами. Iмо-
вiрнiсть мiкростану Wn називають статистичною функцiєю розподiлу i
вона нормується на одиницю ∑

n

Wn = 1. (3.15)

3.1.5. Теорема Лiувiля про збереження фазового об’єму

При статистичному описi механiчної гамiльтонової системи матерiаль-
них точок розглядається не рух однiєї єдиної системи iз заданими поча-
тковими значеннями канонiчних змiнних, а рух великої сукупностi фазових
точок, якi зображають набiр можливих станiв даної системи.

Така сукупнiсть фазових точок, якi абстрактно зображають рiзнi мо-
жливi мiкроскопiчнi стани системи, називається фазовим ансамблем.

Якщо кожна точка фазового ансамблю розглядається як випадкова ве-
личина, тобто вводиться фазова густина ймовiрностi, то фазовий ансамбль
називають статистичним фазовим ансамблем.

Рух фазового ансамблю у фазовому просторi можна розглядати як рух
фазової рiдини, ототожнюючи фазовi точки з точками уявної фазової рiди-
ни, що заповнює фазовий простiр.

Покажемо, що для гамiльтонових систем фазова рiдина нестислива.
Дiйсно, з рiвнянь Гамiльтона (3.6) або (3.8) випливає, що

3N∑
i=1

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
=

3N∑
i=1

(
∂2H

∂qi∂pi
− ∂2H

∂pi∂qi

)
≡ 0, (3.16)

тобто, згiдно (3.7),
6N∑
i=1

∂Ẋi

∂Xi
= 0. (3.17)
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Отримане спiввiдношення можна розглядати як узагальнення на 6N -
вимiрний простiр тривимiрного рiвняння

div v⃗ =
∂ẋ

∂x
+
∂ẏ

∂y
+
∂ż

∂z
= 0, (3.18)

яке в гiдродинамiцi виражає умову нестисливостi рiдини. Тому i рiвняння
(3.17) можна розглядати як умову нестисливостi фазової рiдини.

Якщо фазова рiдина нестислива, то при її русi залишається незмiнним
фазовий об’єм, зайнятий будь-якою частиною цiєї рiдини.

Таким чином, якщо визначити фазовий об’єм як 6N -вимiрний об’єм ча-
стини фазового простору, обмежений замкнутою гiперповерхнею, утворе-
ною фазовими точками, що вiдображають стан системи, то має мiсце тео-
рема про збереження фазового об’єму, або теорема Лiувiля.

3.1.6. Рiвняння руху статистичного фазового ансамблю

Статистичний фазовий ансамбль описується фазовою густиною ймовiр-
ностi w(X, t). Для розв’язання задач статистичної механiки важливо вмi-
ти знаходити w(X, t) в довiльний момент t по заданiй початковiй функцiї
w(X, 0) у момент часу t = 0. Iнакше кажучи, необхiдно знайти рiвняння
руху, яким задовiльняє функцiя w(X, t).

Розглянемо ансамбль фазових точок, зосереджених всерединi областi G0

у момент t = 0. У момент t вiдмiнний вiд нуля, всi фазовi точки перемiстя-
ться по фазових траєкторiях i займуть деяку нову область Gt, (рис. 3.3),

Рис. 3.3. Теорема Лiувiля: рiвнiсть фазових об’ємiв

причому, за теоремою Лiувiля, об’єми Γ0 i Γ1 цих областей однаковi. Вна-
слiдок взаємно однозначної вiдповiдностi всiх точок областi G0 всiм точкам
областi Gt ймовiрнiсть знаходження системи в областi G0 у момент t = 0
рiвна ймовiрностi її знаходження в областi Gt в момент t. Оскiльки це твер-
дження справедливе для як завгодно малих значень фазових об’ємiв, то

114



внаслiдок теореми Лiувiля (Γ0 = Γ1) фазовi густини ймовiрностей в точках
X0 i X t також однаковi:

w(X0, 0) = w(X t, t). (3.19)

Застосуємо рiвнiсть (3.19) до нескiнченно близьких моментiв часу t i t+ dt.
Тодi

X t+dt = X t + dX

i, вiдповiдно,
w(X, t) = w(X + dX, t+ dt). (3.20)

Тут i нижче фазовi координати пишуться без iндексу t оскiльки вони роз-
глядаються в один i той же момент часу. Розкладаючи праву частину (3.20)
в ряд Тейлора за степенями dt i dX, одержуємо

w(X, t) = w(X, t) +
∂w

∂t
dt+

6N∑
i=1

∂w

∂Xi
dXi +O(dt, dX),

звiдки
∂w

∂t
dt+

6N∑
i=1

∂w

∂Xi
dXi = 0.

Роздiливши цей вираз на dt i спрямувавши dt до нуля, знаходимо

∂w

∂t
+

6N∑
i=1

∂w

∂Xi

dXi

dt
= 0,

або
∂w

∂t
+

3N∑
i=1

(
q̇i
∂w

∂qi
+ ṗi

∂w

∂pi

)
= 0. (3.21)

Враховуючи рiвняння Гамiльтона (3.6), отримуємо рiвняння руху стати-
стичного фазового ансамблю, або рiвняння Лiувiля:

∂w

∂t
+

3N∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂w

∂qi
− ∂H

∂qi

∂w

∂pi

)
= 0

або
∂w

∂t
= [H,w], (3.22)

де

[H,w] =
3N∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂w

∂pi
− ∂H

∂pi

∂w

∂qi

)
(3.23)

– класичнi дужки Пуассона.
Отже, фазова густина ймовiрностi адiабатично iзольованої системи N

матерiальних точок змiнюється з часом, вiдповiдно до рiвняння руху
(3.22).
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3.1.7. Флуктуацiї. Ергодична гiпотеза

Як уже зазначалося, основним завданням статистичної фiзики i термо-
динамiки є обчислення рiвноважних макроскопiчних параметрiв системи.

Рiвноважному стану системи у статистичнiй фiзицi вiдповiдає певне чи-
сло доступних мiкростанiв. Однак рiвноважна система завжди взаємодiє з
навколишнiм середовищем — може обмiнюватися з ним енергiєю, частинка-
ми тощо. Тому число доступних мiкростанiв рiвноважної системи та їх iмо-
вiрностi весь час i дуже швидко змiнюються у певних, вiдносно невеликих
межах, внаслiдок чого i миттєвi значення макропараметрiв, якi є функцiя-
ми мiкроскопiчних змiнних, також дуже швидко змiнюються ("дрижать")
навколо деяких середнiх значень. Такi швидкоплиннi вiдхилення макропа-
раметрiв вiд середнiх значень називають флуктуацiями.

Однак прилади, якi вимiрюють макропараметри – макроскопiчнi при-
строї, внаслiдок iнерцiї пiд час вимiрювання не можуть реагувати на швид-
ку змiну миттєвих значень макропараметрiв, отже, вимiрюють їх середнi
значення. З’ясуємо що треба розумiти з молекулярної точки зору пiд рiвно-
важними значенням того чи iншого макроскопiчного параметра.

В класичнiй статистичнiй теорiї макропараметр F розглядається як
функцiя узагальнених координат та iмпульсiв F = F (q, p). В деяких мiкро-
станах система може перебувати довго i потрапляти в них часто, а в iнших
станах вона може перебувати лише незначний час. В результатi вимiрювань
ми будемо отримувати однi значення F частiше, iншi рiдше. Нехай в деяко-
му станi i система перебуває протягом часу ti, який є частиною повного
часу спостереження T . В результатi ni = ti/△t вимiрювань (де, △t – час
одного i-го спостереження) буде встановлено, що величина F має значення
Fi. Повне число вимiрювань буде рiвне n = T/△t.

Ймовiрнiсть i-го стану Wi визначається як

Wi = lim
T→∞

ti
T
.

Очевидно, що ймовiрнiсть i-го стану i ймовiрнiсть того, що величина F
прийме значення Fi, яке вiдповiдає i-му стану, є тотожними поняттями.
Тому можна записати:

WFi
= lim

T→∞

ti
T
,

де WFi
– ймовiрнiсть того, що величина F прийме значення Fi. Оскiльки

T =
∑
ti, то справедлива умова∑

Wi =
∑

lim
T→∞

ti
T

= lim
T→∞

∑ ti
T

= 1

Нехай у нас є ряд значень величини F . Пiд середнiм арифметичним
ми будемо розумiти вiдношення суми числа всiх значень величини F до їх
загальної кiлькостi, тобто ∑

Fini
n

.
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Статистичним середнiм величини F , будемо називати границю вiдно-
шення

F̄ = lim
n→∞

∑ Fini
n
.

Оскiльки ni = ti/△t i n = T/△t, то можна записати:

F̄ = lim
T→∞

∑ Fiti
T

=
∑

FiWi. (3.24)

Тут пiдсумовування ведеться по всiм можливим станам. Видно, що стати-
стичне середнє F̄ спiвпадає з математичним очiкуванням величини F .

Для систем, стани яких змiнюються неперервно, так що замiсть ймовiр-
ностi Wi ми повиннi писати dWi, формула (3.24) повинна бути переписана
у виглядi

F̃ =

∫
F dW = lim

T→∞

1

T

T∫
0

F (q(t), p(t)) dt, (3.25)

де F (q(t), p(t)) – миттєве значення параметра F , T – час спостереження, по
якому ведеться усереднення.

Таким чином, рiвноважне значення будь-якого макроскопiчного параме-
тра рiвне середньому значенню за нескiнченно великий промiжок часу вiд
вiдповiдної йому функцiї координат i швидкостей. Цi середнi значення па-
раметрiв i характеризують термодинамiчну рiвновагу.

Однак миттєвi значення F (q(t), p(t)) загалом змiнюються хаотично, тому
функцiя F (q(t), p(t)) невiдома й обчислювати середнi значення F̃ за фор-
мулою (3.25) неможливо. У зв’язку з цим Дж. Гiббс запропонував метод,
згiдно з яким усереднення за часом замiнюється усередненням за статисти-
чним ансамблем (3.11). В статистичнiй фiзицi приймають, що

F̄ = F̃ (3.26)

або

F̄ =

∫
(q,p)

F (q, p)w(q, p, t) dqdp = lim
T→∞

1

T

T∫
0

F (q(t), p(t)) dt.

Це твердження називають ергодичною гiпотезою: середнє за часом рiвне
середньому по ансамблю. Тому вважатимемо, що F̄ i F̃ стосуються одного й
того самого середнього значення.

Як уже зазначалося, iз визначення макропараметрiв (вимiрюваних) як
середнiх статистичних значень випливає висновок про вiдхилення їх миттє-
вих значень вiд середнiх, якi називають флуктуацiями.

Позначимо вiдхилення параметра F вiд середнього значення F̄ як

△F = F − F̄ .
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Вiдхилення △F теж є випадковою величиною, тому його середнє значення
△F (математичне очiкування), як вiдомо з теорiї ймовiрностей рiвне нулю.
Це можна пояснити тим, що у рiзнi моменти часу вiдхилення F − F̄ мають
рiзнi чисельнi значення та рiзнi знаки, отже, F − F̄ = 0. Тому мiрою се-
реднього значення вiдхилення є середньоквадратичне вiдхилення (3.2), яке
називають середньоквадратичною флуктуацiєю:

△(F ) =

√
(△F )2 =

√
(F − F̄ )2 =

√
F 2 − (F̄ )2. (3.27)

Для оцiнки флуктуацiй використовують величину δF = △(F )
F̄

, яка нази-
вається вiдносною флуктуацiю.

Якщо δF ≪ 1, то це означає, що величина F в середньому настiльки
близька до F̄ , що замiна F на F̄ не вносить помiтної помилки.

Покажемо, що це так. Розглянемо систему, що складається з N неза-
лежних частин. Обчислимо для неї величину δF . Для будь-якої адитивної

величини можна записати F =
N∑
k=1

Fk, де Fk – значення величини F для k-ї

незалежної частини, i пiдсумовування ведеться по всiх незалежних части-
нах, що входять в систему.

Iз закону додавання ймовiрностей випливає, що

F̄ =
N∑
k=1

F̄k. (3.28)

Обчислимо дисперсiю (квадратичну флуктуацiю) величини F , тобто вели-
чину

(△F )2 =

[
△

N∑
k=1

Fk

]2
.

Оскiльки вiдомо, що дисперсiя суми незалежних величин рiвна сумi дис-
персiй цих величин, то [

△
N∑
k=1

Fk

]2
=
∑

(△Fk)2. (3.29)

Число доданкiв в сумi (3.29) рiвне числу незалежних частин в системi, тобто
N . Вважатимемо, що флуктуацiї в рiзних незалежних частинах системи по
порядку величини близькi один до одного (оскiльки всi частини рiвноправнi
мiж собою). Тодi значення суми, записаної в правiй частинi формули (3.29),
буде пропорцiйне числу доданкiв, тобто величинi N , так що[

△
N∑
k=1

Fk

]2
∼ N.
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Середнє значення F̄ також пропорцiйно числу доданкiв в сумi формули
(3.28), тобто пропорцiйне N . Тому вiдносна флуктуацiя величини F рiвна

δF =
△(F )

F̄
=

√
(△F )2

F̄
=

√∑
(△Fk)2∑
F̄k

∼
√
N

N
∼ 1√

N
. (3.30)

Цей результат можна сформулювати у виглядi теореми: якщо система
складається з N незалежних частин, то вiдносна флуктуацiя будь-якої
адитивної функцiї стану F обернено пропорцiйна кореню квадратному з
числа частин N .

Рис. 3.4. До теореми про флуктуацiї

З сформульованої теореми випливає, що вiдноснi флуктуацiї всiх фiзи-
чних величин, значення яких для всiєї системи рiвне сумi їх значень для
всiх частинок, обернено пропорцiйнi кореню з числа частинок. Оскiльки
число частинок в макроскопiчнiй системi виражається зазвичай величезни-
ми числами (порядка 6 · 1023), то вiдносна флуктуацiя будь-якої аддитивної
величини практично виявляється рiвною нулю δF ∼ 1√

6·1023 ∼ 10−12%. Це
означає, що всi адитивнi величини мають значення, дуже близькi до се-
реднiх. Тому замiна дiйсних величин їх середнiми значеннями може бути
проведена з великою точнiстю. Середнi значення рiзних величин, обчисленi
на основi законiв статистичної фiзики, з дуже великою степiнню точнiсть
спiвпадають з їх дiйсними значеннями. Це означає, що ймовiрнiснi перед-
бачення набувають практично абсолютно достовiрного характеру.

Приклад 3.1. Густина ймовiрностi w(x) = A (A = const) постiйна на
вiдрiзку [a, b] i рiвна нулю поза ним. Обчислити середнi значення x, x2,
дисперсiю (△x)2 та вiдносну флуктуацiю δx.

Розв’язок.

Коефiцiєнт нормування A знаходимо з умови нормування (3.10):

b∫
a

w(x) dx = A

b∫
a

dx = 1, звiдки A =
1

b− a
.
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Середнє значення x знаходимо за формулою (3.11):

x =

b∫
a

xw(x) dx =
1

b− a

b∫
a

x dx =
b2 − a2

2(b− a)
=
b+ a

2
.

Середнє значення вiд квадрата випадкової величини x2:

x2 =

b∫
a

x2w(x) dx =
1

b− a

b∫
a

x2 dx =
b3 − a3

3(b− a)
=
b2 + ab+ a2

3
.

Тодi дисперсiя i сереньоквадратичне вiдхилення рiвнi:

(△x)2 = x2−x2 = b2 + ab+ a2

3
−(b+ a)2

4
=

(b− a)2

12
, △(x) =

√
(△x)2 = b− a

2
√
3
.

Вiдносна флуктуацiя δx рiвна:

δx =
△(x)

x
=

b− a√
3(a+ b)

.

3.1.8. Класична система. Фазовий простiр

Розглянемо класичну макроскопiчну систему, яка складається з N ча-
стинок, кожна з яких має f ступенiв вiльностi, то матимемо fN координат
q1, q2, . . . , qfN i fN iмпульсiв p1, p2, . . . , pfN , тобто 2fN мiкропараметрiв, су-
купнiсть яких визначає мiкростан класичної системи.

За заданих макропараметрiв фазова точка може рухатися лише у певнiй
дiлянцi фазового простору, об’єм якого ∆Γ є доступним фазовим об’ємом.
Вiн є класичним аналогом кiлькостi доступних мiкростанiв Ω квантової си-
стеми, тому мiж ∆Γ i Ω iснує взаємозв’язок.

Нескiнченно малий (елементарний) об’єм фазового простору dΓ є добу-
тком диференцiалiв усiх координат та iмпульсiв, тобто

dΓ =

fN∏
i=1

dqidpi, (3.31)

тому

∆Γ =

∫
dΓ =

∫ fN∏
i=1

dqidpi, (3.32)

де iнтеграл обчислюють у межах, якi вiдповiдають певним умовам iснува-
ння системи.
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У випадку однiєї частинки (N = 1), яка має лише три просторовi ступенi
вiльностi (f = 3), елементарний об’єм µ-простору позначимо

dγ0 = dxdydzdpxdpydpz = dV dVp, (3.33)

в якiй dVp = dpxdpydpz – нескiнченно малий об’єм простору iмпульсiв11.
Переходячи до сферичної системи координат, можемо записати

dVp = p2dp dΩт = p2dp sin θ dθ dφ, (3.34)

де dΩт – елементарний тiлесний кут. Отже,

dγ0 = p2dp dV dΩт, (3.35)

Формула (3.35) визначає доступний фазовий об’єм для частинки, яка
мiститься в об’ємi dV i має вектор iмпульсу з модулем у межах вiд p до
p+ dp та з напрямом у межах тiлесного кута dΩт.

У випадку, якщо всi напрями руху та всi координати частинки в об’ємi
V є рiвноймовiрними, доступний фазовий об’єм за умови незалежностi вiд
напряму руху i вiд її положення в об’ємi V визначимо як

dγ = p2dp

∫
dV

∫
dΩт = p2dp

∫
dV

π∫
0

sin θ dθ

2π∫
0

dφ = 4πV p2dp. (3.36)

Якщо частинка нерелятивiстська i має вiдмiнну вiд нуля масу спокою
m, то її кiнетична енергiя рiвна

ε =
p2

2m
, p =

√
2mε.

Об’єм фазового простору, який вiдповiдає енергiям частинки меншим за ε,
отримуємо iнтегруванням (у сферичнiй системi координат) виразу (3.36) по
всiм координатам i по всiм iмпульсам, що задовiльняють умову 0 6 p 6√
2mε:

γ = 4πV

√
2mε∫
0

p2dp =
4πV p3

3

∣∣∣∣
√
2mε

0

=
4π(2m)3/2ε3/2V

3
. (3.37)

Доступний фазовий об’єм для частинки з кiнетичною енергiєю вiд ε до ε+
∆ε, рiвний

∆γ =
∂γ

∂ε
∆ε = 4πmV

√
2mε∆ε. (3.38)

11Часто поряд з фазовим простором використовують поняття простору конфiгурацiй i простору iмпуль-

сiв. fN -вимiрний простiр, в якому в якостi осей вибранi узагальненi координати, називається простором

конфiгурацiй. В просторi iмпульсiв координатними осями служать fN iмпульсiв частинок.
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Якщо ∆ε → 0, то замiсть ∆ε будемо писати dε, вважаючи її нескiнченно
малою

dγ = 4πmV
√
2mεdε. (3.39)

Знайдемо тепер доступний фазовий об’єм для класичного iдеального га-
зу, який складається з N атомiв i мiститься в об’ємi V . Для нього на пiдставi
(3.31) i ((3.33)) можна записати

dΓ =
3N∏
i=1

dqidpi =
N∏
i=1

dVidVpi. (3.40)

Фазовий об’єм, який вiдповiдає всiм можливим координатам та iмпуль-
сам, дорiвнює

Γ =

∫ N∏
i=1

dVidVpi =
N∏
i=1

∫
dVi

∫ N∏
i=1

dVpi. (3.41)

Оскiльки всi атоми рухаються в одному й тому самому об’ємi V ,

N∏
i=1

V∫
0

dVi =
N∏
i=1

V = V N ,

тому

Γ = V N

∫ N∏
i=1

dVpi. (3.42)

Внутрiшня енергiя iдеального одноатомного газу є сумою кiнетичних
енергiй атомiв, тобто

E =
N∑
i=1

p2i
2m

=
1

2m

N∑
i=1

(
p2xi + p2yi + p2zi

)
. (3.43)

Iз формули (3.43) отримаємо спiввiдношення

N∑
i=1

(
p2xi + p2yi + p2zi

)
= 2mE. (3.44)

яке є рiвнянням 3N – вимiрної сферичної поверхнi радiуса R =
√
2mE з

центром у початку координат в просторi iмпульсiв12.

12Для порiвняння нагадаємо, що рiвняння сферичної поверхнi радiуса R у тривимiрному просторi має

вигляд х2 + у2 + z2 = R2, а її об’єм рiвний 4
3πR

3.
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Таким чином, iнтегрування по простору iмпульсiв у (3.42) зводиться до
обчислення об’єму 3N -вимiрної сфери радiуса R =

√
2mE. Оскiльки роз-

мiрнiсть простору iмпульсiв рiвна 3N , а об’єм сфери визначається його ра-
дiусом, то об’єм сфери радiуса R =

√
2mE рiвний

ANR
3N = AN(2mE)

3N/2,

де AN – безрозмiрний коефiцiєнт, який залежить вiд N 13. Тому∫ N∏
i=1

dVpi = CNE
3N/2, де CN = AN(2m)3N/2, (3.45)

отже,
Γ = CNV

NE3N/2. (3.46)
Формула (3.46) визначає фазовий об’єм газу, енергiя якого може змiню-

ватися вiд 0 до E. Однак важливiшим є випадок, коли енергiя газу змiню-
ється у вузькому iнтервалi вiд E до E + ∆E, причому ∆E → 0. У цьому
випадку доступний фазовий об’єм дорiвнює

∆Γ =
∂Γ

∂E
∆E =

3N

2
CNV

NE
3N
2 −1∆E. (3.47)

3.1.9. Квазiкласичне наближення

Макросистему, яка складається з мiкрочастинок, класичною можна вва-
жати лише наближено, за умови великих значень квантових чисел. Проте
навiть у цьому випадку потрiбно враховувати квантовi (хвильовi) властиво-
стi мiкрочастинок, якi зумовлюють невизначеностi координат та iмпульсiв.
Отже, слiд враховувати спiввiдношення невизначеностей Гейзенберга, якi в
статистичнiй фiзицi записують у виглядi

∆qi∆pi = 2π~. (3.48)

Внаслiдок невизначеностей координат та iмпульсiв кожному можливо-
му стану у фазовому просторi вiдповiдає не точка, а так звана квантова
комiрка з об’ємом

∆Γ0 =

fN∏
i=1

∆qi∆pi =

fN∏
i=1

2π~ = (2π~)fN (3.49)

Тому мiкростан зображують не фазовою точкою, а квантовою комiркою.
Тодi число доступних мiкростанiв Ω для макросистеми можна визначити за
формулою

Ω =
∆Γ

∆Γ0
=

∆Γ

(2π~)fN
, (3.50)

13AN = πN/2

Γ(N
2 +1)

, Γ[(N/2) + 1] = (N/2)Γ(N/2) – Γ-функцiя.
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де ∆Γ – доступний фазовий об’єм.
Отже, врахування спiввiдношення невизначеностей дає змогу поєдна-

ти використання координат, iмпульсiв i фазового простору, тобто атрибутiв
класичної системи з квантовими властивостями мiкрочастинок. Такий ме-
тод у статистичнiй фiзицi називають квазiкласичним наближенням.

Якщо макроскопiчна система складається з N однакових частинок, по-
трiбно враховувати також принцип тотожностi, згiдно з яким їх взаємнi
перестановки не змiнюють квантового стану (мiкростану). Число можли-
вих взаємних перестановок частинок дорiвнює N !. Тому замiсть (3.50) слiд
записати

Ω =
∆Γ

N !(2π~)fN
, (3.51)

Пiдставивши у (3.51) замiсть ∆Γ вираз (3.47), отримаємо число досту-
пних мiкростанiв для класичного одноатомного iдеального газу з енергiєю
у вузькому iнтервалi ∆E → 0:

Ω =
3NCNV

NE
3N
2 −1∆E

2N ! (2π~)3N
. (3.52)

Формула (3.52) дає змогу оцiнити число доступних мiкростанiв. Не вда-
ючись у деталi розрахункiв, зазначимо, що це число надзвичайно велике:
Ω ∼ 1010

23

, тобто макростан реалiзується дуже великим числом рiзних мi-
кростанiв.

У випадку однiєї частинки з трьома ступенями вiльностi її фазовий про-
стiр шестивимiрний, а об’єм квантової комiрки, згiдно з (3.49), дорiвнює

∆γ0 = (2π~)3 (3.53)

Вiдповiдно до (3.50) число доступних мiкростанiв частинки

g0 =
∆γ

∆γ0
, (3.54)

де ∆γ – доступний фазовий об’єм (3.36) або (3.39). Якщо частинка має
вiдмiнну вiд нуля масу спокою i кiнетичну енергiю у межах вiд ε до ε+ dε,
то згiдно з (3.39)

dg0 =
4πmV

√
2mεdε

(2π~)3
. (3.55)

3.1.10. Статистична ентропiя

У замкненiй системi доступнi мiкростани вiдповiдають однiй i тiй са-
мiй енергiї. Тому цiлком логiчно припустити, що в рiвноважному станi всi
доступнi мiкростани рiвноймовiрнi. I навпаки, якщо доступнi мiкростанн
замкненої системи нерiвноймовiрнi, вона перебуває у нерiвноважному ста-
нi.
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Для прикладу розглянемо посудину об’ємом V , роздiлену перегородкою
навпiл. Нехай в однiй половинi знаходиться в рiвноважному станi одноатом-
ний iдеальний газ, що мiстить N молекул, а в другiй – вакуум.

Згiдно з (3.52), число доступних мiкростанiв газу пропорцiйне об’єму в
степенi N . Тому в цьому разi можна записати

Ω1 = B

(
V

2

)N
,

де лiтерою B позначено всi iншi множники. За умовою всi Ω1 доступних
мiкростанiв рiвноймовiрнi.

Уявiмо, що перегородка миттєво видаляється. Тодi кiлькiсть доступних
мiкростанiв дорiвнюватиме

Ω2 = BV N ,

але в першу мить не всi вони рiвноймовiрнi: ймовiрнiсть мiкростанiв, якi
вiдповiдають заповненню газом усього об’єму V , ще дорiвнюватиме нулю.
Тому вiдразу пiсля видалення перегородки газ виявиться нерiвноважним i
почнеться його розширення у вакуум за сталої енергiї. За час релаксацiї τ
газ заповнить вакуум i всi доступнi мiкростани стануть рiвноймовiрними, а
газ перебуватиме у рiвноважному станi.

Важливо, що пiсля встановлення рiвноважного стану число доступних i
рiвноймовiрних станiв зростає надзвичайно швидко, а саме, в Ω2/Ω1 = 2N

разiв (N ∼ 1023). Число нових мiкростанiв, якi виникають пiсля розширення
газу,

∆Ω = Ω2 − Ω1 = (2N − 1)Ω1

є незрiвнянно бiльшим, нiж початкове число мiкростанiв Ω1.
Тому газ майже весь час перебуває у нових мiкростанах, якi вiдповiд-

ають заповненню ним усього об’єму. Тобто необоротнiсть розширення газу
пояснюють тим, що макростан, в якому газ заповнює весь об’єм, реалiзує-
ться незрiвнянно бiльшим числом мiкростанiв, нiж макростан, в якому газ
заповнює половину об’єму.

Проте як сама кiлькiсть доступних мiкростанiв, так i її зростання ви-
значаються занадто великими числами – порядку 1010

23

. Крiм того, число
доступних мiкростанiв мультиплiкативне, що також пов’язано з певними
незручностями.

У зв’язку з цим вводиться нова безрозмiрна величина

σ = lnΩ, (3.56)

яка є адитивною, оскiльки логарифм добутку дорiвнює сумi логарифмiв
спiвмножникiв, i має чисельне значення порядку 1023.

У процесi встановлення рiвноважного стану Ω зростає, отже, i σ зростає
(dσ > 0), а в рiвноважному станi має максимальне значення (dσ > 0), тобто
загалом

dσ > 0. (3.57)
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Величину σ називають статистичною ентропiєю, а спiввiдношення
(3.57) – законом зростання ентропiї.

У випадку класичної системи потрiбно користуватися квазiкласичним
наближенням. Тому, згiдно з (3.50), статистична ентропiя має вигляд

σ = ln
∆Γ

(2π~)fN
, (3.58)

На пiдставi (3.56) i (3.52) запишемо статистичну ентропiю класичного
одноатомного iдеального газу:

σ = ln
3NCNV

NE
3N
2 −1∆E

2N ! (2π~)3N
. (3.59)

3.2. Cтатистичнi розподiли

3.2.1. Мiкроканонiчний розподiл Гiббса

В роздiлi 3.1.7 ми бачили, що значення будь-якої функцiї стану системи
F (q, p) при термодинамiчнiй рiвновазi є середнiм за часом вiд цiєї функцiї
стану (3.25):

F̃ = lim
T→∞

1

T

T∫
0

F (q(t), p(t)) dt. (3.60)

Оскiльки миттєвi значення F (q(t), p(t)) загалом змiнюються хаотично, тому
функцiя F (q(t), p(t)) невiдома й обчислювати середнi значення F̃ за фор-
мулою (3.25) неможливо.

Статистична теорiя рiвноважних станiв йде iншим шляхом, що базується
на ергодичнiй гiпотезi – замiнi середнiх за часом математичними очiкуван-
нями вiд функцiї F (q, p) = F (X), знайденими за допомогою певних функцiй
розподiлу ймовiрностi w(X):

F̄ =

∫
F (X)w(X)dX =

∫
F (X)dW (X), (3.61)

де iнтегрування ведеться по всьому фазовому простору. При цьому, звичай-
но ∫

dW (X) = 1. (3.62)

Таким чином, завданням теорiї полягає в знаходженнi такого закону
розподiлу ймовiрностей w(X), щоб обчислене за його допомогою статисти-
чне середнє F̄ вiд довiльної функцiї F (X) давало б середнє за часом F̃ вiд цiєї
функцiї. Оскiльки математичнi очiкування, взятi за допомогою введеного
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нами розподiлу, повиннi спiвпадати з середнiми за часом, то сама ймовiр-
нiсть стану повинна бути пов’язана з часом перебування системи в цьому
станi.

Основне положення класичної статистики полягає в тому, що ймовiр-
нiсть розподiлу, яка задовольняє поставленiй умовi для iзольованої (що
знаходиться в адiабатичнiй оболонцi) системи, дається мiкроканонiчним
розподiлом.

Мiкроканонiчним розподiлом називається розподiл, для якого густина
ймовiрностi постiйна i вiдмiнна вiд нуля тiльки в нескiнченно тонкому ша-
рi, мiж двома поверхнями енергiї H(X) = E та H(X) = E + △E (де E –
енергiя даної системи); у iншiй частинi фазового простору густина ймовiр-
ностi рiвна нулю. Для мiкроканонiчного розподiлу маємо

w = C при E 6 H(X) 6 E +△E,
w = 0 при H(X) < E, H(X) > E +△E,

(3.63)

де C – константа, а △E необхiдно спрямувати до нуля. Таким чином, в
мiкроканонiчному розподiлi ймовiрнiсть вiдмiнна вiд нуля, як це i повинно
бути для енергетично замкнутої системи, тiльки для тих станiв X, для яких
енергiя H(X) має задане значення E.

Скориставшись "символом Дiрака" δ(ξ)14, вираз для ймовiрностi у ви-
падку мiкроканонiчного розподiлу можна записати так:

dW (X) = w(X)dX = Cδ(H(X)− E)dX. (3.64)

Якщо енергiя системи задана E i система фiнiтна, тобто її координати qi
можуть змiнюватися тiльки в скiнчених межах, то гiперповерхня H(X) = E
є замкнутою i обмежує скiнчений 2n-вимiрний об’єм фазового простору,
рiвний

X(E) =

∫
· · ·
∫

H(X)6E

dq1dq2 . . . dqndp1dp2 . . . dpn (3.65)

Об’єм шару Γ-простору, обмеженого поверхнями H(X) = E та H(X) =
E + dE рiвний

dX(E) =
dX(E)

dE
dE ≡ Ω0dE, (3.66)

де величина Ω0 = dX(E)/dE називається статистичною вагою систе-
ми i рiвна числу мiкростанiв системи, значення енергiї котрих потрапляє
у iнтервал (E, E + △E). Статистична вага залежить вiд макроскопiчних
параметрiв: Ω0 = Ω0(E,N, V ), i є основною характеристикою, що визначає
термодинамiчнi властивостi iзольованої системи.

Значення постiйної C легко визначити з "умови нормування" ймовiрно-
стi ∫

w(X)dX = 1,

14δ(ξ) = 0 при ξ ̸= 0,
∫
δ(ξ)dξ = 1. Цей символ задовольняє умову

∫
f(ξ)δ(ξ − η)dξ = f(η).
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тобто з умови

C

∫
δ(H(X)− E)dX = 1. (3.67)

Iнтегруючи по фазовому простору, спочатку по нескiнченно тонкому шару
мiж двома поверхнями енергiї H(X) = ε та H(X) = ε + dε, i позначаючи
об’єм цього шару через Ω0(ε)dε, отримаємо

C

∫
δ(ε− E)Ω0(ε)dε = 1.

Використовуючи правило iнтегрування δ(ε − E)-функцiї, отримаємо
C Ω0(E) = 1, тобто

C =
1

Ω0(E)
. (3.68)

Крiм того, умови нормування (3.67) випливає, що

C =
1∫

δ(H(X)− E)dX
.

Тому можна записати:

Ω0(E) =

∫
δ(H(X)− E)dX. (3.69)

Таким чином за допомогою мiкроканонiчного розподiлу Гiббса можна
обчислювати фазовi середнi будь-яких фiзичних величин для адiабатичної
системи за формулою

F̄ =

∫
F (X)

1

Ω0
δ(H(X)− E)dX. (3.70)

В мiкроканонiчному розподiлi (3.63) або (3.64), згiдно ергодичної гiпоте-
зи, всi мiкростани рiвноважної замкненої системи, що вiдповiдають данiй
енергiї, є рiвноймовiрними або iншими словами рiвновеликi областi фазово-
го простору, доступнi системi, є рiвноймовiрними, тобто ймовiрнiсть деякого
стану пропорцiйна вiдповiдному об’єму фазового простору.

Мiкроканонiчним ансамблем називають статистичний ансамбль, що
вiдповiдає макроскопiчнiй iзольованiй системi з постiйними значеннями об’-
єму V , числа частинок N i енергiї E. Такi системи не взаємодiють з навколи-
шнiми тiлами. Оскiльки в природi не iснує абсолютно iзольваних (замкну-
тих) систем, то в даному параграфi пiд замкнутою системою умовно ми
розумiли систему енергiя якої за час спостереження залишалася у вузьких
межах (E, E +△E). (Енергiя всiх систем, що входять до мiкроканонiчного
ансамблю лежить в межах (E, E +△E)).

Знайдемо тепер статистичну функцiю розподiлу W (E) для квантової
замкненої системи. Вiзьмемо деякий рiвень енергiї E, який належить до
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iнтервалу △E, i припустимо, що йому вiдповiдає число квантових станiв
(мiкростанiв) Ω(E). Тодi повне число доступних мiкростанiв для iнтервалу
енергiї △E можна записати як

Ω0 =
∑
E∈△E

Ω(E). (3.71)

Усi цi мiкростани рiвноймовiрнi. Тому ймовiрнiсть кожного з них дорiвнює
1/Ω0, а ймовiрнiсть довiльного мiкростану з числа тих, якi вiдповiдають
енергiї E, дорiвнює

W (E) =
1

Ω0
Ω(E) = C Ω(E);

C =
1

Ω0
= const, (3.72)

тобто пропорцiйна числу мiкростанiв Ω(E).
Формулу (3.72) називають мiкроканонiчним розподiлом Гiббса для кван-

тової системи, а фазовi середнi будь-яких фiзичних величин обчислюються
за формулою (3.14).

Розглянемо тепер бiльш важливий i загальний випадок системи, що зна-
ходиться в термостатi.

3.2.2. Канонiчний розподiл Гiббса

Перейдемо до розгляду важливої, з практичної точки зору, задачi зна-
ходження функцiї розподiлу довiльного макроскопiчного тiла, що є малою
частиною деякої великої замкнутої системи. Видiлимо iз замкнутої системи
тiло, що цiкавить нас, i розглядатимемо велику систему як систему скла-
дену з двох частин: з даного тiла (пiдсистеми) i всiй iншої її частини (яка
оточує тiло, що нас цiкавить), яку називатимемо термостатом або середо-
вищем. Вважатимемо, що термостат є системою з великим числом степеней
свободи, здатною обмiнюватися енергiєю (але не речовиною) з даною пiдси-
стемою, причому, вiн є настiльки великим, що його стан (енергiя) практично
не змiнюється при такiй взаємодiї.

В даному випадку розглядають канонiчний ансамбль – сукупнiсть фi-
зичних систем, якi обмiнюється енергiєю з навколишнiм середовищем (тер-
мостатом), знаходячись з ним в тепловiй рiвновазi, але не обмiнюється ре-
човиною, оскiльки вiдокремленi вiд термостата непроникною для частинок
перегородкою. В цьому випадку рiзнi системи ансамблю можуть мати рiзнi
енергiї.

Проведемо розгляд спочатку на основi квантової статистики. Отже, до-
слiджувана пiдсистема i термостат разом утворюють замкнену систему,
енергiю котрої можна вважати постiйною:

E = Eт + εi + Eвз = const, (3.73)
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де Eт – енергiя термостата, εi – енергiя пiдсистеми, що знаходиться в i-му
станi, а Eвз – енергiя взаємодiї термостата та дослiджуваної пiдсистеми.

Оскiльки, взаємодiя термостата та дослiджуваної пiдсистеми є слабкою,
то енергiєю Eвз в повному енергетичному балансi (3.73) можна знехтувати,
переписавши його у виглядi

E = Eт + εi ≈ const. (3.74)

Тодi енергiя термостата рiвна Eт = E − εi. Нехтування енергiєю взаємодiї
мiж пiдсистемою та термостатом означає, що ми можемо вважати їх не-
залежними системами на протязi доволi великого промiжку часу. Проте,
з iншого боку, на основi закону збереження енергiї (3.74) енергiї термоста-
та i пiдсистеми однозначно пов’язанi мiж собою. Якщо пiдсистема володiє
енергiєю εi, то термостат обов’язково має енергiю Eт = E − εi.

Запишемо мiкроканонiчний розподiл для пiдсистеми i термостата разом,
згiдно з (3.72):

W = C Ω(E).

Враховуючи, що число мiкростанiв замкнутої системи, яка складається
з двох незалежних частин, рiвне добутку числа станiв обох частин

Ω(E) = Ω(εi)Ω0(E − εi),

де Ω(εi) – число доступних мiкростанiв пiдсистеми, а Ω0(E − εi) – число
доступних мiкростанiв термостата, отримаємо

W (εi) = C Ω(εi)Ω0(E − εi). (3.75)

У (3.75) враховано, що енергiю замкненої системи E можна вважати
постiйною, тодi як енергiю пiдсистеми εi – змiнною.

Нормуючи ймовiрнiсть (3.75) на одиницю∑
εi

W (εi) = C
∑
εi

Ω(εi)Ω0(E − εi) = 1, (3.76)

матимемо, що

C =
1∑

εi

Ω(εi)Ω0(E − εi)
,

отже,

W (εi) =
Ω(εi)Ω0(E − εi)∑
εi

Ω(εi)Ω0(E − εi)
. (3.77)

Ентропiя термостата, згiдно з (3.56), дорiвнюватиме

σ(E − εi) = lnΩ0(E − εi),

тому
Ω0(E − εi) = eσ(E−εi).
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Оскiльки будь-якi значення енергiї малої (у порiвняннi з термостатом)
системи εi є малими у порiвняннi з повною енергiєю E всiєї системи (пiд-
система + термостат), то ентропiю σ(E − εi) можна розкласти в ряд Фур’є
за степенями малої величини εi (εi ≪ E) та обмежитися першими двома
доданками 15:

σ(E − εi) ∼= σ(E) +

(
∂σ

∂(E − εi)

)
εi=0

· (E − εi − E) = σ(E)− εi

(
∂σ

∂E

)
εi=0

.

У такий спосiб знаходимо

Ω0(E − εi) = eσ(E)e−
εi
θ , (3.78)

де застосовано позначення

1

θ
=

(
∂σ

∂E

)
εi=0

. (3.79)

Пiсля пiдстановки (3.78) у (3.78) остаточно отримаємо

W (εi) =
Ω(εi)e

− εi
θ∑

εi

Ω(εi)e−
εi
θ

. (3.80)

Розподiл (3.80) ймовiрностi мiкростанiв системи в термостатi за енергiя-
ми називають канонiчним розподiлом Гiббса, а параметр θ – модулем
канонiчного розподiлу.

Формула (3.80) визначає ймовiрнiсть W (εi) того, що деяка система, яка
є малою слабко взаємодiючою частиною бiльшої системи (термостата) буде
знаходитися в одному з Ω(εi) мiкростанiв, що мають енергiю εi, а термостат
– в одному iз станiв з енергiєю E − εi. Оскiльки стан термостата нас не
цiкавить, то для зручностi ми будемо говорити, що W (εi) є ймовiрнiстю
того, що пiдсистема знаходиться в одному iз станiв з енергiєю εi. Число
мiкростанiв Ω(εi) є числом рiзних квантових станiв, якi мають однакову
енергiю εi. Тому ймовiрнiсть одного певного квантового стану дорiвнює

W (εiα) =
e−

εiα
θ∑

α
e−

εiα
θ

, (3.81)

де α – iндекс квантового стану.
Формула (3.80) визначає розподiл за енергiями, а формула (3.81) – роз-

подiл за квантовими станами. Знаменник канонiчного розподiлу (3.80)

Z =
∑
εi

Ω(εi)e
− εi

θ (3.82)

15x = E − εi, x0 = E, σ(x) = σ(x0) +
(
∂σ
∂x

)
x=x0

· (x− x0) + . . .
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називають статистичною сумою або функцiєю станiв, тому що внесок в
неї дають всi стани системи. Пiсля введення функцiї станiв розподiл Гiббса
можна записати у виглядi

W (εi) =
1

Z
e−

εi
θ Ω(εi) (3.83)

Розподiл Гiббса для деякої конкретної фiзичної системи можна вважати
вiдомим, якщо вiдомi рiвнi енергiї системи, тобто можливi значення εi та
кратнiсть виродження рiвнiв, тобто число рiзних станiв Ω(εi), якi вiдповiд-
ають одному значенню енергiї εi.

За допомогою розподiлу Гiббса можна обчислити середнi значення будь-
якої величини, яка залежить вiд енергiї системи. Якщо F (εi) – значення
деякої фiзичної величини для станiв з енергiєю εi, то згiдно (3.14) для се-
реднього значення можна записати:

F̄ =
∑
εi

F (εi)W (εi) =
1

Z

∑
εi

F (εi)e
− εi

θ Ω(εi) =

∑
εi

F (εi)e
− εi

θ Ω(εi)∑
εi

e−
εi
θ Ω(εi)

(3.84)

Розглянемо графiк канонiчного розподiлу. Оскiльки знаменник в (3.80)
вiд енергiї ε не залежить, то вигляд графiка визначається чисельником,
який є добутком двох функцiй Ω(εi)e

− εi
θ .

Число станiв з даною енергiєю Ω(εi) швидко зростає iз збiльшенням енер-
гiї системи. Чим бiльше частинок мiстить система, тим бiльше станiв Ω(εi)
вiдповiдає даному значенню εi з iнтервалу енергiї εi + dεi. Тому зростання
Ω(εi) зi збiльшенням енергiї вiдбувається тим швидше, чим бiльше части-
нок в системi. Наприклад, вiдповiдно до (3.52), число доступних мiкростанiв
для класичного одноатомного iдеального газу, що складається з N молекул
буде порядку Ω(ε) ∼ e

3
2N , а N ∼ 1023.

Функцiя e−
ε
θ зi збiльшенням ε швидко спадає. Тому добуток цих двох

функцiй, – швидко спадаючої i швидко зростючої з енергiєю, приводить до
виникнення у розподiлi Гiббса рiзкого максимуму. Цей максимум є тим рiз-
кiшим, чим швидше зростає Ω(εi). Для макроскопiчної системи, що мiстить
велике число частинок (N ∼ 1023), вiн є настiльки гострим i вузьким, що
зобразити його графiчно не можна в жодному масштабi. Це означає, що ймо-
вiрнiсть знаходження системи в станах з енергiєю, що помiтно вiдрiзняється
вiд енергiї εн, яка вiдповiдає максимуму розподiлу Гiббса, є майже нульо-
вою (див. рис. 3.5). Бiльшу частину часу спостереження система проводить
в станах з енергiєю, дуже близькою до εн. Стан, що вiдповiдає максимуму
розподiлу Гiббса, є найбiльш ймовiрним, а енергiя εн, що йому вiдповiдає
називається найймовiрнiшою. Тобто, стан з ε = εн реалiзується з ймо-
вiрнiстю W (εн) ∼= 1, а ймовiрнiсть знаходження в iнших станах з ε ̸= εн
близька до нуля, W (ε ̸= εн) ∼= 0. Найбiльш ймовiрний стан буде давати
основний внесок у середнє значення величин, що характеризують систему
(наприклад, енергiї). Це випливає з самого означення поняття середнього; у
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Рис. 3.5. Схематичний графiк канонiчного розподiлу

величину середнього кожен стан дає внесок пропорцiйний своїй ймовiрностi
(див. (3.14)). Зокрема:

ε̄ =
∑
i

εiW (εi) ∼= εн · 1 = εн, (3.85)

де в сумi по станах залишено тiльки один, найбiльший член, що вiдноситься
до найймовiрнiшої енергiї. Таким чином, середнє значення енергiї ε̄ системи
в термостатi збiгається з найймовiрнiшим значенням εн.

З виразу випливає важливий висновок, що для середнiх значень вели-
чин, якi є функцiями енергiї ε, виконується спiввiдношення

F̄ =
∑
εi

F (εi)W (εi) ∼= F (εн) · 1 = F (εн) = F (ε̄), (3.86)

тобто, їх середнi значення близькi до найбiльш ймовiрних.
Аналогiчно для макроскопiчної системи функцiя станiв Z може бути

представлена у виглядi

Z =
∑
εi

Ω(εi)e
− εi

θ ∼= Ω(ε̄)e−
ε̄
θ (3.87)

(в сумi залишено тiльки найбiльший член, що вiдноситься до найймовiрнi-
шої енергiї).

3.2.3. Перехiд до класичної статистики

Квантовi рiвнi енергiї макроскопiчних систем здебiльшого розташованi
настiльки щiльно, що їх можна вважати неперервно розподiленими. Тодi
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сукупнiсть дискретних рiвнiв системи в термостатi ε1, ε2, . . . , εi, . . ., можна
замiнити неперервною функцiєю ε. Тобто перейти вiд квантового опису си-
стеми до квазiкласичного.

Це дає змогу замiнити обчислення сум за енергiями на iнтегрування. То-
му здiйснимо перехiд вiд квантового канонiчного розподiлу Гiббса (3.80) до
класичного канонiчного розподiлу, що є основою класичної статистики. Iз
розподiлу Гiббса випливає, що для замiни схiдчастої функцiї e−

εi
θ плавною

функцiєю e−
ε
θ необхiдно, щоб розмiри сходинок, тобто вiдстанi мiж рiвнями

△εi = εi+1 − εi, були малими порiвняно iз модулем канонiчного розподiлу
θ, який далi нами буде ототожнено з статистичною температурою. Таким
чином, перехiд до класичної статистики можливий в областi високих тем-
ператур.

Вважаючи енергiю ε неперервною величиною, можна ввести нескiнчен-
но малий iнтервал енергiї dε, якому вiдповiдає числу доступних мiкроста-
нiв dΩ(ε). Тодi ймовiрнiсть мiкростану з енергiєю в iнтервалi вiд ε(p, q) до
ε(p, q) + dε(p, q) визначимо за допомогою (3.80) замiнивши Ω(ε) на dΩ(ε) та
пiдсумовування в знаменнику – на iнтегрування:

dW (ε) =
e−

ε(p,q)
θ dΩ(ε)∫

e−
ε(p,q)

θ dΩ(ε)
. (3.88)

Якщо система складається з N однакових частинок, на пiдставi (3.51) за-
пишемо

dΩ(ε) =
dΓ(ε)

N !(2π~)fN
. (3.89)

Пiсля пiдстановки (3.89) в (3.89) знайдемо канонiчний розподiл Гiбб-
са для класичної системи:

dW (ε) =
e−

ε(p,q)
θ dΓ∫

e−
ε(p,q)

θ dΓ
. (3.90)

Класичний канонiчний розподiл Гiббса (3.90) визначає ймовiрнiсть того,
що енергiя системи в термостатi дорiвнює ε (в iнтервалi dε), а фазова точка,
яка зображує її мiкростан, знаходиться в елементi об’єму фазового простору
dΓ(ε).

Знаменник класичного канонiчного розподiлу, тобто iнтеграл

J =

∫
e−

ε(p,q)
θ dΓ, (3.91)

називають статистичним iнтегралом.
Переходячи до класичної статистики, замiсть (3.82) запишемо (див.

(3.88))

Z =

∫
e−

ε(p,q)
θ dΩ(ε). (3.92)
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Тодi з урахуванням (3.89) отримаємо формулу для обчислення статисти-
чної суми для класичної системи (в квазiкласичному наближеннi, з враху-
ванням (3.47): dΓ = ∂Γ

∂εdε)

Z =
1

N !(2π~)fN

∫
e−

ε(p,q)
θ dΓ =

1

N !(2π~)fN

∫
e−

ε(p,q)
θ
∂Γ

∂ε
dε. (3.93)

Iз розподiлу (3.90) випливає вираз класичної статистичної функцiї роз-
подiлу

w(ε) =
dW (ε)

dε
=

e−
ε(p,q)

θ
∂Γ
∂εdε∫

e−
ε(p,q)

θ
∂Γ
∂εdε · dε

=
e−

ε(p,q)
θ

∂Γ
∂ε∫

e−
ε(p,q)

θ
∂Γ
∂εdε

. (3.94)

Iнтегрування в (3.93) та (3.93) проводиться по всьому фазовому просто-
ру, доступному для системи, тобто по всiм дозволеним значенням коорди-
нат та iмпульсiв системи. Тому межi iнтегрування залежать вiд конкретних
властивостей системи i умов, в яких вона знаходиться.

Розглянемо випадок коли квазiзамкнутою системою є одна молекула в
iдеальному газi. При цьому енергiя пiдсистеми ε(p, q) представляє тепер
енергiю цiєї молекули. Наша пiдсистема при N = 1 буде мати три степе-
нi вiльностi. Вiдповiдно її фазовий простiр буде шестивимiрним. Тому на
основi (3.55) маємо, що число станiв молекули з енергiєю мiж ε та ε + dε,
рiвне

dΩ =
4πV m3/2

√
2ε

(2π~)3
dε. (3.95)

Таким чином, розподiл Гiббса для однiєї молекули має вигляд

dW (ε) =
4πV m3/2

z(2π~)3
e−

ε(p,q)
θ

√
2ε dε. (3.96)

Тепер знайдемо явний вигляд для функцiї станiв окремої молекули (див.
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(3.92)) 16

z =

∫
e−

ε(p,q)
θ dΩ(ε) =

4πV m3/2

(2π~)3

∞∫
0

e−
ε
θ

√
2ε dε =

=
4
√
2πV m3/2θ3/2

(2π~)3

∞∫
0

e−x
√
x dx =

=
4πV m3/2

(2π~)3

√
πθ3

2
=

(2πmθ)3/2

(2π~)3
V. (3.97)

Тому

dW (ε) =
2√
πθ3

e−
ε
θ
√
ε dε. (3.98)

3.2.4. Статистична температура. Принцип Больцмана

Переходячи до статистичного аналiзу та обґрунтування понять i законiв
термодинамiки, насамперед визначимо змiст i властивостi модуля канонi-
чного розподiлу θ. Вiдповiдно до (3.79), θ визначаться спiввiдношенням

1

θ
=

(
∂σ

∂E

)
εi=0

.

Iз самого означення випливає, що модуль канонiчного розподiлу характери-
зує властивостi всiєї системи – термостата, а не видiленої нами пiдсистеми.
В (3.79) фiгурують тiльки величини, якi вiдносяться до всiєї замкненої си-
стеми, – її енергiя E i статистична ентропiя термостата σ = σ(E − εi),
значення якої береться при εi = 0, так що σ = σ(E). Тому модуль θ зав-
жди вiдноситься до всiєї макроскопiчної системи i є однозначною функцiєю
стану (енергiї) системи.

Iз канонiчного розподiлу Гiббса (3.83)

W (εi) =
1

Z
e−

εi
θ Ω(εi),

16Iнтегрування частинами дає∫
e−x

√
x dx = −e−x

√
x+

∫
e−xd(

√
x) = −e−x

√
x+

√
π

2
erf(

√
x),

де erf(t) =
2√
π

t∫
0

e−z2

dz – функцiя помилок. Тодi остаточно одержуємо

∞∫
0

e−x
√
x dx =

√
π

2
(erf(∞)− erf(0)) =

√
π

2
(1− 0) =

√
π

2
.
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де Z = Z(θ) =
∑
εi

Ω(εi)e
− εi

θ , випливає, що ймовiрнiсть стану з даною енергi-

єю εi повинна зменшуватися iз зростанням енергiї. Якщо б це було не так,
то умова нормування (3.76) не виконувалася б. З фiзичної точки зору зро-
зумiло, що чим бiльше енергiї повинна отримати система вiд термостата для
того, щоб перейти в стан з даною енергiєю, тим менш ймовiрним є цей стан,
тобто, W (εi) завжди зменшується при зростаннi εi. Iз вигляду розподiлу
Гiббса випливає, що така поведiнка W (εi) iз зростанням εi може мати мiсце
лише в тому випадку, коли θ – суттєво додатна величина.

Отже, θ може вiдноситися тiльки до всiєї макроскопiчної системи i бути
додатною однозначною функцiєю її стану.

Покажемо, що параметр θ характеризує стан рiвноваги в системi. Для
цього розглянемо двi рiвноважнi пiдсистеми, якi належать рiзним системам,
з енергiями ε1 i ε2 та модулями канонiчного розподiлу θ1 i θ2, канонiчнi
розподiли Гiббса для яких визначаються формулою (3.83):

W1(ε1) =
1

Z(θ1)
e−

ε1
θ1Ω1(ε1),

W2(ε2) =
1

Z(θ2)
e−

ε2
θ2Ω2(ε2).

Припустимо, що обидвi пiдсистеми приводяться в слабку взаємодiю, так
що мiж ними може вiдбуватися обмiн енергiєю. Обидвi взаємодiючi пiдси-
стеми можна вважати однiєю об’єднаною пiдсистемою з енергiєю ε = ε1+ε2.
Якщо остання перебуватиме в станi статистичної рiвноваги, то розподiл
ймовiрностi її станiв також повинен описуватися законом виду

W (ε) =
1

Z(θ)
e−

ε
θΩ(ε). (3.99)

З iншого боку, оскiльки взаємодiя є слабкою, енергiєю взаємодiї можна
нехтувати i рахувати кожну з пiдсистем незалежної. Тодi для знаходжен-
ня розподiлу ймовiрностей складної системи можна скористатися теоремою
про добуток ймовiрностей i записати:

W (ε) = W (ε1 + ε2) = W1(ε1)W2(ε2) =
Ω1(ε1)Ω2(ε2)

Z1(θ1)Z2(θ2)
e−

ε1
θ1 e−

ε2
θ2 . (3.100)

Внаслiдок мультиплiкативностi числа доступних мiкростанiв

Ω1(ε1)Ω2(ε2) = Ω(ε1 + ε2) = Ω(ε),

одержимо

Z1(θ1)Z2(θ2) =
∑
ε1

Ω1(ε1)e
− ε1

θ1

∑
ε2

Ω2(ε2)e
− ε2

θ2 =
∑
ε1,ε2

Ω1(ε1)Ω2(ε2)e
− ε1

θ1 e−
ε2
θ2 =

=
∑
ε1,ε2

Ω(ε1 + ε2)e
− ε1

θ1 e−
ε2
θ2 =

∑
ε

Ω(ε)e−
ε1
θ1 e−

ε2
θ2 .

137



Таким чином, маємо

W (ε1 + ε2) =
Ω(ε)∑

ε
Ω(ε) e−

ε1
θ1 e−

ε2
θ2

e−
ε1
θ1 e−

ε2
θ2 . (3.101)

Для того, щоб розподiл (3.101) тотожно спiвпадав з (3.99), необхiдно, щоб

θ1 = θ2 = θ.

Таким чином, якщо привести у взаємодiю двi рiвноважнi пiдсистеми з
рiвними модулями θ1 = θ2, то отримаємо об’єднану рiвноважну систему з
тим же модулем θ = θ1 = θ2. Якби θ1 вiдрiзнялося вiд θ2, то при встановлен-
нi взаємодiї виникла б система з розподiлом ймовiрностей, що виражається
формулою (3.101). Цей розподiл не є розподiлом Гiббса для системи з енер-
гiєю ε = ε1 + ε2. Тому при θ1 ̸= θ2 система, що утворилася буде системою,
що не знаходиться в станi рiвноваги. Рiвноважний стан не порушується при
встановленнi взаємодiї мiж пiдсистемами, якщо їх модулi θ1 i θ2 рiвнi мiж
собою, i порушується, якщо θ1 ̸= θ2.

Iз наведених мiркувань випливає, що умовою рiвноваги є рiвнiсть моду-
лiв θ1 = θ2, отже, θ має змiст температури i її називають статистичною
температурою.

У тому випадку, коли пiдсистема мiстить настiльки велике число части-
нок, що її можна вважати макроскопiчною, то можна також говорити про
її власну статистичну температуру. Вона визначається з умови рiвноваги
пiдсистеми i термостата i, вiдповiдна, рiвна температурi останнього. Тому
скорочено θ можна називати температурою системи.

Зрозумiло, що якщо пiдсистема мiстить недостатньо велике число ча-
стинок, то поняття температури для неї стає наближеним i у випадку пiд-
системи – окремої молекули iдеального газу втрачає змiст.

Значення статистичної температури визначається за формулою (3.79) i
залежить вiд енергiї системи, однак на практицi частiше використовують
обернену залежнiсть E = E(θ). Визначимо її для класичного однотомного
iдеального газу, статистична ентропiя якого, згiдно з (3.59), рiвна

σ(E) = ln
3NCNV

NE
3N
2 −1∆E

2N ! (2π~)3N
,

тому 17

1

θ
=
∂σ

∂E
=

(
3N

2
− 1

)
1

E
. (3.102)

Нехтуючи в (3.102) одиницею порiвняно з 3N/2, знаходимо

θ =
2

3

N

E
, (3.103)

17(ln axn)′x = (ln a+ n lnx)′x = n
x
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або
E =

3

2
Nθ, (3.104)

Ототожнюючи енергiю E з внутрiшньою енергiєю класичного одноатом-
ного iдеального газу, вiдомою з курсу загальної фiзики,

U =
3

2
NkT, (3.105)

де k – стала Больцмана, отримаємо зв’язок статистичної й термодинамiчної
температур

θ = kT. (3.106)
З основного рiвняння термодинамiки (1.88) та (1.95) випливає, що

1

T
=
∂S

∂U
. (3.107)

де U – внутрiшня енергiя; S – термодинамiчна ентропiя системи.
Порiвнюючи (3.107) з визначенням статистичної температури

1

θ
=
∂σ

∂E

та враховуючи, що E = U , θ = kT , знаходимо спiввiдношення мiж стати-
стичною та термодинамiчною ентропiями:

S = kσ. (3.108)

Оскiльки σ = lnΩ, замiсть (3.108) запишемо

S = k lnΩ. (3.109)

Число доступних мiкростанiв Ω (iншi назви – число квантових станiв,
кратнiсть виродження рiвня енергiї E, статистична вага мiкростану) можна
розглядати як число способiв реалiзацiї макроскопiчного стану з енергiєю E
та ентропiєю S. Тому формула (3.109) визначає зв’язок мiж статистичною
фiзикою й термодинамiкою i її називають принципом Больцмана . Боль-
цман встановив його в 1872 р., застосувавши метод, який нагадує метод
квантових комiрок, i отримав формулу

S = k lnWT , (3.110)

в якiй WT – число способiв реалiзацiї макростану, яке Планк назвав термо-
динамiчною ймовiрнiстю i яке є аналогом числа доступних мiкростанiв
Ω.

Зi зниженням температури зменшується i внутрiшня енергiя системи,
але iснує деяке її мiнiмальне значення E = Emin. Оскiльки похiдна функцiї
в мiнiмумi має дорiвнювати нулю, знаходимо

θmin =

(
∂E

∂σ

)
E=Emin

= 0
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Отже, мiнiмальне значення статистичної температури дорiвнює нулю.
Згiдно з (3.106), мiнiмальне значення термодинамiчної температури дорiв-
нює нулю. Це значення називають абсолютним нулем температури.

3.2.5. Обчислення термодинамiчних величин за допомогою канонi-

чного розподiлу

Аналiтичний метод термодинамiки ґрунтується на термодинамiчних
функцiях, за допомогою яких обчислюють термодинамiчнi параметри. У
свою чергу, визначення термодинамiчних функцiй можливе за допомогою
методiв статистичної фiзики.

Першою з введених у пiдроздiлi 1.13 термодинамiчних функцiй була вну-
трiшня енергiя U . Розглянемо спосiб її обчислення з використанням кано-
нiчного розподiлу Гiббса (3.80), який запишемо у виглядi

W (E) =
1

Z
Ω(E)e−

E
kT , (3.111)

де
Z =

∑
E

Ω(E)e−
E
kT (3.112)

– статистична сума.
За загальним правилом (3.84) термодинамiчнi параметри мають змiст

середнiх статистичних значень. Тому

U = Ē =

∑
E

EΩ(E)e−
E
kT∑

E

Ω(E)e−
E
kT

(3.113)

Як бачимо, чисельник у (3.113) можна отримати диференцiюванням зна-
менника за температурою:

∂

∂T

∑
E

Ω(E)e−
E
kT =

1

kT 2

∑
E

EΩ(E)e−
E
kT ,

звiдки

∑
E

EΩ(E)e−
E
kT = kT 2 ∂

∂T

∑
E

Ω(E)e−
E
kT = kT 2∂Z

∂T
. (3.114)

Iз формул (3.113) i (3.114) випливає, що

U = kT 2 1

Z

∂Z

∂T
= kT 2∂ lnZ

∂T
. (3.115)
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Отже, знаючи енергетичний спектр системи, тобто залежнiсть енергiї E
вiд квантових чисел, можна обчислити статистичну суму (3.112), а потiм
внутрiшню енергiю (3.115).

Звернемося тепер до спiввiдношення (3.87), яке з урахуванням того, що
ε̄ = U , визначає зв’язок статистичної суми Z iз внутрiшньою енергiєю та
температурою

Z = Ω(U)e−
U
kT (3.116)

Враховуючи, що Z – додатна величина, запишемо

Z = e−
F
kT (3.117)

i покажемо, що F – це вiльна енергiя системи (див. пiдрозд. 1.13). Дiйсно,
логарифмуючи спiввiдношення

e−
F
kT =Ω(U)e−

U
kT ,

отримаємо

− F

kT
= lnΩ(U)− U

kT
= σ(U)− U

kT
,

тобто

F = U−kσT = U − TS. (3.118)

Спiввiдношення (3.118) тотожне визначенню вiльної енергiї (1.97). Тодi
на пiдставi (3.117) знаходимо спосiб обчислення вiльної енергiї за допомогою
статистичної суми:

F = −kT lnZ. (3.119)
Обчисливши за допомогою (3.120) вiльну енергiю, можна, користуючись

формулами (1.100) i (1.101), записати рiвняння стану

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= kT

(
∂ lnZ

∂V

)
T

(3.120)

та ентропiю

S = −
(
∂F

∂T

)
V

= k lnZ + kT

(
∂ lnZ

∂T

)
V

. (3.121)

На пiдставi (1.104) i (1.111) обчислимо ентальпiю

Н = U + PV = kT 2

(
∂ lnZ

∂T

)
V

+ kTV

(
∂ lnZ

∂V

)
T

, (3.122)

а також термодинамiчний потенцiал Гiббса та хiмiчний потенцiал:

Φ = F + PV = −kT lnZ + kTV

(
∂ lnZ

∂V

)
T

; (3.123)

µ =
Φ

N
. (3.124)
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3.2.6. Великий канонiчний розподiл Гiббса

Способи обчислення термодинамiчних величин, розглянутi в попере-
дньому пiдроздiлi 3.2.5, ґрунтуються на канонiчному розподiлi Гiббса для
систем iз постiйним числом частинок. Однак у загальному випадку систе-
ма може обмiнюватися з термостатом як енергiєю, так i частинками, тобто
перебувати з ним у тепловiй i дифузiйнiй рiвновазi. Стан такої системи ха-
рактеризується як енергiєю, так i числом частинок. У зв’язку з цим потрi-
бно узагальнити канонiчний розподiл Гiббса на системи зi змiнним числом
частинок.

Нехай система з енергiєю ε i числом частинок n є пiдсистемою замкне-
ної системи, енергiю E якої та число частинок N вважатимемо постiйним.
Решта замкненої системи вiдносно видiленої пiдсистеми є термостатом з
енергiєю E − ε (енергiєю взаємодiї мiж пiдсистемою та термостатом нехту-
ємо) i з числом частинок N − n.

Мiкроканонiчний розподiл (3.72) у цьому випадку запишемо

W = C Ω(E,N). (3.125)

На пiдставi мультиплiкативностi числа доступних мiксростанiв матимемо

Ω(E,N) = Ω(ε, n)Ω0(E − ε,N − n), (3.126)

де Ω(ε, n) – число доступних мiкростанiв пiдсистеми, а Ω0(E − ε,N − n) –
число доступних мiкростанiв термостата. Ураховуючи, що змiнними вели-
чинами в даному випадку є ε i n, можна записати

W (εi) = C Ω(εi)Ω0(E − εi). (3.127)

Сталий коефiцiєнт C визначаємо з умови нормування∑
ε,n

W (ε, n) = C
∑
ε,n

Ω(ε, n)Ω0(E − ε,N − n) = 1, (3.128)

тому

W (ε, n) =
Ω(ε, n)Ω0(E − ε,N − n)∑

ε,n
Ω(ε, n)Ω0(E − ε,N − n)

. (3.129)

Увiвши ентропiю термостата

σ(E − ε,N − n) = lnΩ0(E − ε,N − n) (3.130)

та розклавши її у ряд за степенями малих величин ε, n (ε ≪ E, n ≪ N),
отримаємо

σ(E − ε,N − n) ≈ σ(E,N)− ∂σ

∂E
ε− ∂σ

∂N
n. (3.131)
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Похiдна ∂σ/∂E визначає статистичну температуру термостата i пiдси-
стеми, яка перебуває з термостатом у станi рiвноваги(

∂σ

∂E

)
ε=0

=
1

θ
=

1

kT
. (3.132)

Для того щоб з’ясувати змiст похiдної ∂σ/∂N , використаємо основне
рiвняння термодинамiки (1.143), на пiдставi якого запишемо

dS =
1

T
dU +

P

T
dV − µ

T
dN, (3.133)

де µ – хiмiчний потенцiал частинок термостата i пiдсистеми. З рiвняння
(3.133) випливає, що (

∂σ

∂N

)
n=0

=
1

k

(
∂S

∂N

)
n=0

= − µ

kT
. (3.134)

Отже,
σ(E − ε,N − n) = σ(E,N) +

µn− ε

kT
. (3.135)

Пiдставивши (3.135) в (3.130) матимемо

σ(E − ε,N − n) = eσ(E,N) e−
ε−µn
kT . (3.136)

Пiсля пiдстановки (3.136) в (3.129) та скорочення на eσ(E,N) одержимо
остаточний вираз

W (ε, n) =
Ω(ε, n)e−

ε−µn
kT∑

ε,n
Ω(ε, n)e−

ε−µn
kT

, (3.137)

який називають великим канонiчним розподiлом Гiббса . Вiн визначає
ймовiрнiсть мiкростану системи в термостатi, яка має енергiю ε та число
частинок n.

Суму в знаменнику (3.137)

Z̃ =
∑
ε,n

Ω(ε, n)e−
ε−µn
kT (3.138)

називають великою статистичною сумою: за її допомогою обчислю-
ють термодинамiчнi величини систем зi змiнним числом частинок. Для при-
кладу знайдемо формули (див. (3.115)) для обчислення середнього значення
числа частинок n̄ та енергiї ε̄. Аналогiчно за загальним правилом (3.84) зна-
ходимо

n̄ =

∑
ε,n
nΩ(ε, n)e−

ε−µn
kT∑

ε,n
Ω(ε, n)e−

ε−µn
kT

(3.139)

143



та

U = ε̄ =

∑
ε,n
εΩ(ε, n)e−

ε−µn
kT∑

ε,n
Ω(ε, n)e−

ε−µn
kT

(3.140)

Продиференцiювавши знаменник (3.139) за хiмiчним потенцiалом µ

∂

∂µ

∑
ε,n

Ω(ε, n)e−
ε−µn
kT =

1

kT

∑
ε,n

nΩ(ε, n)e−
ε−µn
kT ,

одержимо

∑
ε,n

nΩ(ε, n)e−
ε−µn
kT = kT

∂

∂µ

∑
ε,n

Ω(ε, n)e−
ε−µn
kT = kT

∂Z̃

∂µ
. (3.141)

Пiдставивши (3.141) в (3.139) одержуємо

n̄ = kT
1

Z̃

∂Z̃

∂µ
= kT

∂ ln Z̃

∂µ
. (3.142)

Диференцiювання знаменника у (3.140) за температурою дає

∂

∂T

∑
ε,n

Ω(ε, n)e−
ε−µn
kT =

1

kT 2

[∑
ε,n

εΩ(ε, n)e−
ε−µn
kT − µ

∑
ε,n

nΩ(ε, n)e−
ε−µn
kT

]
,

звiдки

∑
ε,n

εΩ(ε, n)e−
ε−µn
kT = kT 2 ∂

∂T

∑
ε,n

Ω(ε, n)e−
ε−µn
kT + µ

∑
ε,n

nΩ(ε, n)e−
ε−µn
kT

= kT 2∂Z̃

∂T
+ µ kT

∂Z̃

∂µ
. (3.143)

Iз формул (3.140), (3.142) i (3.143) випливає, що

ε̄ = kT 2 1

Z̃

∂Z̃

∂T
+ µ kT

1

Z̃

∂Z̃

∂µ
= kT 2∂ ln Z̃

∂T
+ µ n̄. (3.144)

3.2.7. Розподiл Максвелла – Больцмана

Застосуємо розглянутi вище основнi принципи i методи статистичної фi-
зики до певних макроскопiчних систем. Розглянемо класичний одноатом-
ний iдеальний газ, що складається з N молекул (атомiв) i знаходиться у
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зовнiшньому потенцiальному полi. Енергiю такого газу можна записати у
виглядi

E =
N∑
i

(
1

2m
p2i + ui

)
, (3.145)

де p2i/(2m) – кiнетична енергiя i -ї молекули; ui(r⃗i) – її потенцiальна енергiя
у зовнiшньому полi.

Запишемо класичний канонiчний розподiл Гiббса (3.90)

dW =
e−

E
kT dΓ∫

e−
E
kT dΓ

. (3.146)

i пiдставимо у нього енергiю E у виглядi (3.145). Враховуючи при цьому,
що

e
− 1

kT

N∑
i
( 1
2mp

2
i+ui)

=
N∏
i

e−
p2i

2mkT −
ui
kT ; (3.147)

та на основi формул (3.33), (3.40), що

dΓ =
N∏
i=1

dγ0i =
N∏
i=1

dVidVpi,

де

dγ0i = dVidVpi = dxidyidzidpxidpyidpzi− (3.148)

елементарний фазовий об’єм у фазовому просторi однiєї молекули, отрима-
ємо

dW =

N∏
i

e−
p2i

2mkT −
ui
kT dγ0i∫ N∏

i

e−
p2i

2mkT −
ui
kT dγ0i

=
N∏
i

e−
p2i

2mkT −
ui
kT dγ0i∫

e−
p2i

2mkT −
ui
kT dγ0i

=
N∏
i

dwi. (3.149)

Вiдповiдно до теореми про добуток ймовiрностей величину

dw =
e−

p2

2mkT −
u
kT dγ0∫

e−
p2

2mkT −
u
kT dγ0

(3.150)

вважатимемо ймовiрнiстю, вiднесеною до однiєї (довiльної) молекули.
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Формула (3.150) має вигляд класичного канонiчного розподiлу Гiббса.
Тому молекулу iдеального газу можна розглядати як пiдсистему в термо-
статi, роль якого вiдiграє решта молекул газу.

З урахуванням (3.148) вираз (3.150) можна записати як добуток двох
множникiв:

dw =
e−

p2

2mkT dVp∫
e−

p2

2mkT dVp

· e−
u
kT dV∫
e−

u
kT dV

. (3.151)

Iнтеграл у знаменнику першого множника легко обчислити у сферичнiй
системi координат

dVp = p2dp sin θdθ dφ = p2dp dΩT,

де ΩT – тiлесний кут. Тодi

∫
e−

p2

2mkT dVp =

∞∫
0

e−
p2

2mkT p2dp

π∫
0

sin θdθ

︸ ︷︷ ︸
2

2π∫
0

dφ

︸ ︷︷ ︸
2π

= 4π

∞∫
0

e−
p2

2mkT p2dp.

Останнiй iнтеграл належить до так званих iнтегралiв Пуассона18 i дорiвнює
∞∫
0

e−
p2

2mkT p2dp =
1

4

√
π(2mkT )3.

Тому ∫
e−

p2

2mkT dVp = (2πmkT )3/2. (3.152)

Отже, вираз (3.151) набуває вигляду

dwМ-Б =
e−

p2

2mkT p2dp dΩT

(2πmkT )3/2
· e−

u
kT dV∫
e−

u
kT dV

= dwМ · dwБ. (3.153)

Спiввiдношення (3.153) називають розподiлом Максвелла-
Больцмана i воно визначає ймовiрнiсть того, що молекула газу мiститься
в об’ємi dV та має вектор iмпульсу, напрям якого лежить всерединi
тiлесного кута dΩT, а модуль – на iнтервалi вiд p до p+ dp. Множник

dwМ =
1

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT p2dp dΩT (3.154)

18

∞∫
0

e−ax2

x2dx =
1

4

√
π

a3
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називають розподiлом Максвелла , а множник

dwБ =
1∫

e−
u
kT dV

e−
u
kT dV (3.155)

– розподiлом Больцмана .
Розподiл Максвелла (3.154) визначає розподiл молекул газу за iмпульса-

ми p⃗, а розподiл Больцмана (3.155) – за координатами r⃗. Їх добуток (3.153)
означає, що розподiли молекул за iмпульсами та координатами взаємно не-
залежнi, тобто ймовiрнiсть певного значення iмпульсу не залежить вiд поло-
ження молекули, i навпаки, ймовiрнiсть положення молекули не залежить
вiд її iмпульсу.

3.2.8. Розподiл Максвелла

Розглянемо розподiл Максвелла детальнiше. Формула (3.154) визначає
ймовiрнiсть iмпульсу молекули з рiзними орiєнтацiями вектора iмпульсу p⃗
в межах тiлесного кута dΩT. Тому, проiнтегрувавши (3.154) по тiлесному
куту, отримаємо ймовiрнiсть iмпульсу модуль, якого лежить межах вiд p до
p+ dp незалежно вiд його напряму:

dwМ =
4π

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT p2dp. (3.156)

Скориставшись спiввiдношення p = mv, перейдемо до розподiлу за
швидкостями

dwМ(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2
e−

mv2

2kT v2dv. (3.157)

Розподiл Максвелла у виглядi (3.157) визначає ймовiрнiсть того, що модуль
вектора швидкостi молекули знаходиться в межах вiд v до v+dv, незалежно
вiд його напряму та вiд положення молекули.

Якщо газ складається з N молекул, то середня кiлькiсть молекул, мо-
дуль швидкостi яких лежить в iнтервалi dv, визначається за формулою

dN = N dwМ = 4πN
( m

2πkT

)3/2
e−

mv2

2kT v2dv. (3.158)

Функцiю

fМ(v) =
dwМ

dv
=

dN

Ndv
= 4π

( m

2πkT

)3/2
e−

mv2

2kT v2 (3.159)

називаютьфункцiєю розподiлу Максвелла , графiк якої зображено на
рис. 3.6
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Рис. 3.6. Схематичний графiк функцiї розподiлу Максвелла

Швидкiсть молекули vн, що вiдповiдає максимальному значенню фун-
кцiї розподiлу (3.159), називають найiмовiрнiшою швидкiстю. Її визна-
чають iз умови iснування максимуму функцiї розподiлу:

dfМ

dv
= 4π

( m

2πkT

)3/2
e−

mv2

2kT

[
2v − mv3

kT

]
= 0 (3.160)

i вона рiвна

vн =

√
2kT

m
. (3.161)

З використанням найiмовiрнiшої швидкостi розподiл Максвелла (3.157)
можна переписати у виглядi

dwМ(v) =
4√
π

v2

v3н
e
− v2

v2нdv. (3.162)

Середню (середню арифметичну) швидкiсть молекули v̄ визнача-
ють за формулою

v̄ =

∫
v dwМ = 4π

( m

2πkT

)3/2 ∞∫
0

e−
mv2

2kT v3dv, (3.163)

в якiй iнтеграл належить до iнтегралiв Пуассона 19 i дорiвнює 2k2T 2/m2.
Тому

v̄ =

√
8kT

πm
. (3.164)

19

∞∫
0

e−ax2

x3dx =
1

2a2
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Крiм найiмовiрнiшої i середньої арифметичної швидкостей використовують
також середню квадратичну швидкiсть молекули v̄кв =

√
v2. Скори-

ставшись знову один з iнтегралiв Пуассона20, знаходимо

v2 =

∫
v2dwМ = 4π

( m

2πkT

)3/2 ∞∫
0

e−
mv2

2kT v4dv =
3kT

m
, (3.165)

таким чином,

v̄кв =

√
3kT

m
. (3.166)

Отже,
vн < v̄ < v̄кв,

але рiзниця мiж швидкостями vн, v̄, v̄кв невелика, тому як середню швид-
кiсть найчастiше використовують середню квадратичну швидкiсть v̄кв.

3.2.9. Розподiл Больцмана для газу в зовнiшньому полi

Ймовiрностi рiзних значень координат молекули газу в зовнiшньому полi
визначають за розподiлом Больцмана (3.155)

dwБ(r⃗) =
1∫

e−
u(u⃗)
kT dV

e−
u(u⃗)
kT dV, (3.167)

де u(u⃗) – потенцiальна енергiя молекули в зовнiшньому полi. Введемо по-
значення [∫

e−
u(u⃗)
kT dV

]−1

= A(T ),

тодi вираз (3.167) перепишемо у виглядi

dwБ(r⃗) = A(T ) e−
u(u⃗)
kT dV. (3.168)

Враховуючи, що dwБ/dV є густиною ймовiрностi, то середню кiлькiсть
молекул в одиницi об’єму визначимо як

n = N
dwБ

dV
= C(T ) e−

u(u⃗)
kT , (3.169)

де C(T ) = N · A(T ), N – кiлькiсть молекул у видiленому об’ємi.

20

∞∫
0

e−ax2

x4dx =
3

8

√
π

a5
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Застосуємо розподiл (3.169) до газу в полi земного тяжiння. Енергiю
молекули в гравiтацiйному полi Землi запишемо у виглядi:

u(R) = mφ(R), (3.170)

де R – вiдстань вiд центра Землi, а

φ(R) = −GM
R
, (3.171)

– потенцiал гравiтацiйного поля; M – маса Землi; G – гравiтацiйна стала.
Прискорення вiльного падiння на поверхнi Землi рiвне

g = G
M

R2
з
, (3.172)

де Rз – радiус Землi. Тому формулу (3.171) перепишемо у виглядi

φ(R) = −gR
2
з

R
, (3.173)

а енергiю молекули (3.170) запишемо наступним чином

u(R) = −mgR
2
з

R
, (3.174)

Пiдставивши (3.174) у (3.169), отримаємо

n = C(T ) e
mgR2

з
RkT , (3.175)

Якщо концентрацiю молекул при R = Rз позначити через n0, то знайдемо

C(T ) = n0 e
−mgRз

kT , (3.176)

тодi (3.175) набуде вигляду

n = n0 e
−mgRз

kT e
mgR2

з
RkT = n0 e

−mgRз
kT (1−Rз

R ). (3.177)

Якщо h – висота над поверхнею Землi, тодi R = Rз + h i замiсть (3.177)
будемо мати

n = n0 e
−mgRз

kT
h

Rз+h . (3.178)
За умови h≪ Rз з (3.178) випливає барометрична формула

n = n0 e
−mgh

kT , (3.179)

якщо врахувати, що p = nkT , то її можна записати у виглядi

p = p0 e
−mgh

kT . (3.180)
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Формула (3.180) в загальних рисах правильно описує залежнiсть тиску
атмосфери вiд висоти h, проте реальна залежнiсть може вiдрiзнятися вiд
закону (3.180), оскiльки атмосфера не перебуває в рiвноважному станi: вона
неоднорiдна, тому її температура на рiзних висотах рiзна. Крiм того, при
h≫ Rз з (3.178) випливає, що

n(h≫ Rз) = n0 e
−mgRз

kT ̸= 0. (3.181)

Це пiдтверджує факт розсiювання атмосфери у космiчний простiр завдяки
наявностi у верхнiх шарах атмосфери молекул, швидкiсть яких перевищує
другу космiчну швидкiсть (v2 =

√
2gRз ≈ 11, 2 км/с). Iз (3.181) випливає,

що швидкiсть розсiювання бiльша для газiв з меншою масою молекул та
для планет з меншим прискоренням вiльного падiння.

3.2.10. Статистична сума класичного одноатомного iдеального газу

Для класичної системи статистичну суму обчислюють за формулою
(3.93)

Z =
1

N !(2π~)fN

∫
e−

E
kT dΓ. (3.182)

Обчислимо її для класичного одноатомного iдеального газу, що знаходиться
в об’ємi V i складається з N однакових молекул.

За вiдсутностi зовнiшнього поля

E =
N∑
i

p2i
2m

, (3.183)

а

dΓ =
N∏
i=1

dVidVpi,

отже, (3.182) набуває вигляду

Z =
1

N !(2π~)3N

∫ N∏
i=1

e−
p2i

2mkT dVidVpi. (3.184)

Оскiльки всi молекули однаковi та знаходяться в одному й тому самому
об’ємi V i модулi їх векторiв iмпульсу змiнюються в однакових межах 0 6
p 6 ∞, то ∫ N∏

i=1

e−
p2i

2mkT dVidVpi =

[∫
e−

p2

2mkT dV dVp

]N
.
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Тодi для статистичної суми (3.184) отримаємо вираз (див. (3.152))

Z =
1

N !(2π~)3N

[∫
e−

p2

2mkT dV dVp

]N
=

=
1

N !(2π~)3N

∫ e−
p2

2mkT dVp

V∫
0

dV

N =
V N(2πmkT )3N/2

N !(2π~)3N
. (3.185)

Оскiльки кiлькiсть молекул газу N досить велика, то згiдно формули Стiр-
лiнга, N ! = (N/e)N . Отже,

Z =

[
V e(2πmkT )3/2

N(2π~)3

]N
. (3.186)

3.2.11. Термодинамiчнi функцiї i рiвняння стану класичного одно-

атомного iдеального газу

На основi (3.186) отримуємо спiввiдношення, необхiдне для обчислення
термодинамiчних величин

lnZ = N ln

[
V e(2πmkT )3/2

N(2π~)3

]
. (3.187)

пiсля чого за допомогою формул (3.115), (3.119) i (3.121) знаходимо внутрi-
шню U i вiльну F енергiї та ентропiю S класичного одноатомного iдеального
газу21 :

U = kT 2∂ lnZ

∂T
= kT 23

2

N

T
=

3

2
NkT =

3

2
νRT ; (3.188)

F = −kT lnZ = −NkT ln

[
V e(2πmkT )3/2

N(2π~)3

]
; (3.189)

S = −
(
∂F

∂T

)
V

= kN ln

[
V e(2πmkT )3/2

N(2π~)3

]
. (3.190)

Використовуючи вираз для вiльної енергiї (3.189), знаходимо рiвняння
стану класичного iдеального газу

P = −
(
∂F

∂V

)
T

=
NkT

V
= nkT, (3.191)

де n = N/V – кiлькiсть молекул в одиницi об’єму; за його допомогою отри-
муємо ентальпiю

H = U + PV =
3

2
NkT +NkT =

5

2
NkT, (3.192)

21Оскiльки ентропiя визначена з точнiстю до константи, то останнiй доданок у виразi −
(
∂F
∂T

)
V

=

kN ln
[
V e(2πmkT )3/2

N(2π~)3

]
+ 3

2k треба опустити
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i термодинамiчний потенцiал Гiббса

Φ = F + PV = −NkT ln

[
V e(2πmkT )3/2

N(2π~)3

]
+NkT =

= NkT

{
ln

[
N(2π~)3

V e(2πmkT )3/2

]
+ 1

}
враховуючи, що ln e = 1, отримаємо

Φ = NkT ln

[
n(2π~)3

(2πmkT )3/2

]
. (3.193)

На пiдставi (3.193) знаходимо хiмiчний потенцiал класичного одноатом-
ного iдеального газу

µ =
Φ

N
= kT ln

[
n(2π~)3

(2πmkT )3/2

]
. (3.194)

Запишемо ще одне корисне для наступних обчислень спiввiдношення,
яке випливає з (3.194):

n(2π~)3

(2πmkT )3/2
= e

µ
kT . (3.195)

Звернемо також увагу на формулу (3.190), з якої випливає, що при T → 0
ентропiя необмежена знизу S → −∞, що суперечить третьому закону тер-
модинамiки. Ця обставина доводить незастосовнiсть класичної статистики
при низьких температурах, коли проявляються квантовi властивостi систе-
ми. Таким чином, формула (3.182) за допомогою якої була обчислена ста-
тистична суму, при низьких температурах стає незастосовною.

3.2.12. Розподiл молекул класичного одноатомного iдеального газу

за мiкростанами

У квазiкласичному наближеннi мiкростан окремої молекули класичного
одноатомного iдеального газу зображується у фазовому просторi молекули
квантовою комiркою з об’ємом △γ0 = (2π~)3 (див. пiдрозд. 3.1.9), якiй вiд-
повiдає деякий iмпульс p⃗. Ймовiрнiсть цього мiкростану можна записати як
добуток

w(p⃗)△γ0 = w(p⃗)(2π~)3,
в якому w(p⃗) – густина розподiлу ймовiрностi мiкростанiв у фазовому про-
сторi. Тодi середня кiлькiсть молекул у мiкростанi з iмпульсом p⃗ дорiвнює

n̄ = Nw(p⃗)(2π~)3, (3.196)

де N – кiлькiсть молекул.
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Густина ймовiрностi w(p⃗) випливає з розподiлу (3.150), який за вiдсу-
тностi зовнiшнього поля має вигляд

dw =
e−

p2

2mkT dγ0∫
e−

p2

2mkT dγ0

= w(p⃗)dγ0. (3.197)

Оскiльки dγ0 = dV dVp (див. (3.148)), то iнтеграл у знаменнику вiдомий
i дорiвнює V (2πmkT )3/2 (див. (3.152)). Тому

w(p⃗) =
dw

dγ0
=

1

V (2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT . (3.198)

Пiсля пiдстановки (3.198) у (3.196) одержимо

n̄ =
N(2π~)3

V (2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT =
n(2π~)3

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT . (3.199)

Ураховуючи, що N/V = n, p2/2m = ε(p⃗), i використовуючи формулу
(3.195), остаточно знаходимо

n̄ = e
µ−ε(p⃗)

kT (3.200)

Формула (3.200) дає можливiсть обчислити середню кiлькiсть молекул кла-
сичного iдеального газу в мiкростанi, який визначається iмпульсом p⃗ i якому
вiдповiдає кiнетична енергiя ε(p⃗). Формулу (3.200) називають розподiлом
Больцмана (не плутати з розподiлом Больцмана молекул за координатами
у зовнiшньому полi (3.167)).

Розподiл Больцмана (3.200) узгоджується з розподiлом Максвелла. Дiй-
сно, помноживши (3.199) на число мiкростанiв молекули (див. формули
(3.36) та (3.54))

dg =
dγ

△γ0
=

4πV p2dp

(2π~)3
,

отримаємо спiввiдношення

dN = n̄dg =
4πN

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT p2dp, (3.201)

з якого випливає розподiл Максвелла (3.156)

dN

N
= dwМ =

4π

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT p2dp.
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