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Розділ І.  Кінематика матеріальної точки.
1. Задачі механіки. Основні поняття кінематики.

Механіка – це розділ фізики, який вивчає рух або зміну руху тіла в просторі з часом. Механіка поділяється на кінематику, динаміку та, іноді, як окремий розділ виділяють статику. 

Кінематика вивчає рух тіла або його зміну не вказуючи на причини, які їх зумовлюють. 

Динаміка вивчає рух тіла або його зміну вказуючи на причину такого руху. 

Статика вивчає умови рівноваги тіл.

Основна задача механіки – знайти положення матеріальної точки в будь-який момент часу. 

Як і всяка наука, механіка оперує рядом первинних понять: матеріальна точка, радіус-вектор, система відліку і т. д. Введемо ці поняття.

Матеріальна точка ​– це макроскопічне тіло, розмірами якого, за даних умов можна знехтувати. Під макроскопічним тілом розуміють тіло до якого можна застосувати закони Ньютона. 

Лінія, вздовж якої рухається матеріальна точка, називається траєкторією. Під рухом розуміють зміну положення матеріальної точки відносно деякого тіла (тіл) умовно взятих за нерухомі. Якщо траєкторія руху – пряма, то такий рух прямолінійний, в інших випадках – криволінійний. 

Тіло або система тіл  відносно яких розглядають рух називається тілом (системою) відліку. Якщо з тілом зв’язати певні координати, то отримаємо систему відліку. 

Для повного задання положення матеріальної точки в просторі необхідно мати систему відліку і задатися відліком часу. Тобто, говорять, що необхідно мати просторово-часові характеристики. В якості системи відліку ми будемо використовувати правогвинтову прямокутну декартову систему координат. 

Говорячи про рух і спокій необхідно завжди вказувати систему відліку. Траєкторія, як і рух, є поняттям відносним. 

Положення тіла матеріальної точки в вибраній системі координат можна однозначно визначити, якщо задані координати матеріальної точки x, y, z в просторі по відношення до вибраної системи координаті і відрахунок часу. 

Положення матеріальної точки в просторі також можна характеризувати (описувати) за допомогою радіус-вектора R.

 Радіус-вектор – це напрямлений відрізок, який з’єднує початок координат з положенням матеріальної в просторі з координатами x, y, z. 


[image: image1]
Рис 1.1 До означення декартової системи координат

Очевидно радіус-вектор певним чином зв’язаний з координатами x, y, [image: image3.png]


, цей зв’язок пояснюється рівнянням

[image: image5.png]=xi+yj+zk [€B)




,

де [image: image7.png]


 – одиничні вектори напрямлені вздовж відповідних осей координат. 

В подальшому при описуванні руху ми будемо користуватися поняттям переміщення і шлях. 

Переміщення – це напрямлений відрізок, який з’єднує початкове і кінцеве положення тіла. 

Шлях – це довжина траєкторії.


[image: image8]
Рис1.2 Пояснення переміщення і шляху

Переміщення є величиною векторною, шлях – скалярною. 

У випадку прямолінійного руху в одному напрямку шлях і модуль переміщення однакові. На рис. 1.2  АСВ; АДВ-шлях; АВ- переміщення.

Необхідно пам’ятати, що радіус-вектор і переміщення є різними поняттями. 

[image: image10.png]


2. Методи описування руху.

Рівняння руху матеріальної точки в векторній і координатній формі
Будемо вважати, що матеріальна точка рухається із положення 1 в положення 2 по довільній траєкторії 1А2, здійснивши при цьому переміщення [image: image12.png]Ar



. (Див. рис. 2.1) Якщо взяти за початок координат т. О, то радіус-вектор її буде [image: image14.png]


, радіус-вектор точки 2 буде [image: image16.png]


.
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.                                                        (2.1)
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Рис. 2.1Введення основних характеристик руху

Якщо проміжок часу руху матеріальної точки досить малий, то [image: image21.png]Ar = dr.



 При описуванні руху ми будемо користуватися поняттям переміщення і шляху, а також введемо основні характеристики руху: швидкість і прискорення. 

Вектором середньої швидкості називається відношення переміщення до проміжку часу за який воно відбувається.

[image: image23.png]


.                                                   (2.2)

Але така характеристика не повністю відображає характер руху, тобто по переміщенню не завжди можна судити за шляхом. 

На ряду з середньою швидкістю використовують поняття миттєвої швидкості. 

Миттєва швидкість – це швидкість в даній точці траєкторії або в заданий момент часу:

[image: image25.png]


.                                        (2.3)

Враховуючи рівняння 1.1 будемо мати:

[image: image27.png]z _4 dxo  dys  dzp
B, (u+y]+zk)— i+ t1+mk’”””]+”k



(2.4)
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 – проекції  на вісі координат. Модуль відповідної швидкості через складові може бути записаний так:
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(2.5).

Миттєва швидкість співнапрямлена з переміщенням [image: image33.png]


.

Оскільки за означенням  [image: image35.png]


, то миттєва швидкість буде напрямлена по дотичній до траєкторії в даній точці. 

До цього часу ми говорили про швидкість як про вектор, але досить часто на практиці користуються поняттям середньої швидкості, а також виражають миттєву швидкість через пройдений шлях. 

За означенням, середня швидкість – це фізична величина, що чисельно дорівнює відношенню шляху до часу за який цей шлях пройдений:
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.                                             (2.6)
Миттєва швидкість при цьому визначається як величина:

[image: image39.png]


(2.7)

тобто це і є перша похідна шляху по часу. 

При рухові матеріальної точки її швидкість може змінюватися і такий рух буде змінним (рівноприскорений, рівносповільнений). 

Виходячи з означення, вектором миттєвого прискорення є величина

[image: image41.png]


 (2.8). або в скалярному вигляді 
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(2.9). 
Миттєве прискорення – це перша похідна швидкості по часу або друга похідна шляху по часу. 

Прискорення характеризує швидкість зміни швидкості і напрямлене так як вектор [image: image45.png]


, а не як вектор [image: image47.png]<0



. [image: image49.png]all dv



. 

Одиниці вимірювання швидкості і прискорення [image: image51.png][v] = m/c




[image: image53.png][a] = m/c?



. 

Існують різні методи описування руху матеріальної точки з часом, найбільш поширеними є векторний (за допомогою [image: image55.png]T~



) і координатний (через координати x, y, z).


[image: image56]
Рис. 2.2 Векторний метод описування руху

Розглянемо векторний метод описування руху.

При рухові матеріальної точки радіус-вектор її є функцією часу [image: image58.png]


,

це рівняння називається рівнянням руху, і основна задача полягає в тому, щоб знайти його в явному вигляді. 

Будемо вважати, що матеріальна точка рухається із поля 1 в поле 2 здійснивши при цьому переміщення в [image: image60.png]Ar



 і шлях [image: image62.png]


.(Рис. 2.2)

Якщо проміжок часу [image: image64.png](At — 0)



 матеріальної точки досить малий, то модуль переміщення і шлях будуть співпадати.

 Використовуючи поняття миттєвої швидкості і миттєвого прискорення можемо записати:

[image: image66.png]


,                                                    (2.10)
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                                                     (2.11)

інтегруючи ліву і правучастини рівнянь (2.10) і (2.11) будемо мати: 
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,

 Якщо в початковий момент часу [image: image72.png]


 початкова швидкість дорівнює [image: image74.png]


, а через час t-[image: image76.png]-l



то 
[image: image78.png][ ab = [} d,pdr



,
 після інтегрування одержимо
[image: image79.png]



 або [image: image81.png]


(2.12)

при [image: image83.png]const.




Оскільки [image: image85.png]


, можемо записати, 

[image: image87.png]di = (¥, + dt)dt



;
або інтегруючи [image: image89.png]_[:nﬁ = _[:(ﬁn + dt)dt



;
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;
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.

 В рівняння (2.12) і (2.13) входять вектори, величини яких характеризується не лише модулем а і напрямком. 

При інтегруванні таких величин легше перейти до проекцій на відповідні вісі координат, так поступають при координатному методі описування руху. Векторний, як правило, застосовують при теоретичному описуванні, як більш короткий.

Розглянемо координатний метод описування руху

При рухові матеріальної точки, її координати з часом змінюються: [image: image95.png]=x(t); y=y(t); z=2z(t)




. 

Ці рівняння називаються рівняннями руху. Виходячи з означення швидкості і прискорення. Можемо записати, що 
[image: image96.png]



[image: image97.png]



[image: image98.png]v=_[vZ+v}+vZ




[image: image100.png]


;

Вектор загальної швидкості і вектор загального прискорення будуть складати певний кут з осями координат. 

Цей кут можна визначити за допомогою направляючих косинусів. Для вісі х, наприклад, будемо мати 
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                                (2.14)
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                                  (2.15)

Для інших осей будуть аналогічні вирази.
 Виходячи з означення проекцій на відповідні вісі координат, можемо отримати закон зміни координат з часом, аналогічно тому, як це було у векторному методі. 

Для вісі [image: image106.png]


 можемо записати:

[image: image108.png]dx = v,dt;dv, = a,dt




,

інтегруючи ці рівняння одержимо

[image: image109.png]



[image: image110.png](2.16)





при умові                                    [image: image112.png]


,

інтегруючи рівняння [image: image114.png]v,dt,



 будемо мати 

[image: image115.png][ :dx -/ .t




[image: image116.png][ae= ]

I (v, + a,t)dt;




[image: image117.png]at?
X — Xo = Vot + 7(2.17).




Якщо розглядати рух тіла в одному напрямку, то осьові індекси можна опустити, і тоді рівняння (2.16) і (2.17) можна записати у вигляді

[image: image118.png]v =1, +at (2.18),




[image: image120.png]at?

X=X = S;x— %o = vt + 2 (219)



,

 виключаючи із рівняння (2.18) і (2.19) час руху [image: image122.png]()



, одержимо рівняння 

[image: image124.png](2.20



, 

якщо [image: image126.png]


, то [image: image128.png]


, і рух називають рівномірним, якщо  [image: image130.png]


, такий рух називається рівнозмінним, якщо [image: image132.png]a = const



, то рух називається довільним.
§3. Тангенціальне і нормальне прискорення

Будемо вважати, що матеріальна точка рухається по довільній траєкторії так, що її швидкість з часом як за напрямком, так і за величиною.


[image: image133]
Рис. 3.1 До пояснення нормального та тангенціального прискорення

Приведемо вектори [image: image135.png]


 і [image: image137.png]


, до спільного початку. Тоді [image: image139.png]


 буде виражати зміну швидкості. Часто його зручно виражати у вигляду двох взаємно перпендикулярних векторів: [image: image141.png]


 напрямлений по дотичній до траєкторії, [image: image143.png]


 - по центру траєкторії, 
[image: image145.png]


+[image: image147.png]


, (3.1)

якщо зміна швидкості відбувається за досить короткий проміжок часу, то поділивши ліву і праву частини (3.1) одержимо:

[image: image149.png]ac . ar " ar



,

Замінюючи малі величини можемо записати так:

[image: image151.png]@ ar | ar



;
[image: image153.png]


,                                              (3.2)

[image: image155.png]Rald



 – напрямлений по дотичній до траєкторії і визначає зміну швидкості за величиною (модулем).

[image: image157.png]


 – напрямлений по нормалі до траєкторії, тобто до центру кривизни і визначає  зміну швидкості за напрямком. 

Для визначення модуля повного прискорення справедливим буде співвідношення 
[image: image159.png]


.                                       (3.3)

§4. Елементи кінематики обертального руху
§4.1 Кутова швидкість і кутове прискорення.
Тіло, яке обертається навколо осі, матеріальною точкою вважати не можна. Тому для описування його руху тверде тіло розбивають на нескінченну кількість матеріальних точок і до кожної з них застосовують закони динаміки постійного руху. 

Але такий шлях є досить громіздким і тому для спрощення розв’язання  задач вводять  фізичні величини аналогічні величинам поступального руху. 
Будемо вважати, що довільне тверде тіло обертається навколо деякої закріпленої осі. Виберемо довільну точку А, і опустимо перпендикуляр в точку О на вісь обертання (рис.4.1).


[image: image160]
Рис 4.1

Через деякий час [image: image162.png]At



 точка в новому положенні [image: image164.png]


 повернувшись на кут [image: image166.png]


, при чому на такий же кут повернуться всі точки, які знаходяться на радіусі ОА і взагалі всі точки твердого тіла.

 Із сказаного зрозуміло, що замість даного твердого тіла можна розглядати рух однієї матеріальної точки навколо деякої осі, по колу з центром та віссю обертання. 

Нехай матеріальна точка рухається по колу з радіус-вектором [image: image168.png]T~



, в початковий момент часу її радіус [image: image170.png]


(рис.4.2).  Через деякий час [image: image172.png]At



 точка буде в новому положенні з радіус вектором [image: image174.png]


, повернувшись при цьому на кут [image: image176.png]


 і виконавши переміщення [image: image178.png]


. 
Оскільки, [image: image180.png]


 – вектор, то формально кут повороту [image: image182.png]


 теж можна вважати вектором, при цьому повинно виконуватися співвідношення: 

[image: image184.png]di = [d@ - 7]



(4.1)

Співвідношення (4.1) визначає векторний добуток векторів [image: image186.png]d@g id7



, такий добуток є вектор, який визначається за правилом правого гвинта. 

[image: image187.jpg]



Рис 4.2

В скалярному вигляді (4.1) можна записати так:

[image: image188.png]dr = dg -7 -sin(de")




Або в даному випадку [image: image190.png]dr=deo-r



 (оскільки[image: image192.png]sin90°=1



).
§4.2  Кутова швидкість і кутове прискорення

Величина [image: image194.png]


 буде визначати середню кутову швидкість руху, є величиною скалярною.

Вимірюється [image: image196.png]


. Миттєву кутову швидкість визначають як:

[image: image197.png]ag
dt

(4.2)




напрямок цієї швидкості визначається за правилом правого гвинта. Як правило точкою прикладання є центр обертання, і швидкість буде співпадати з віссю обертання. 

Швидкість зміни швидкості (кутової) характеризується кутовим прискоренням. 

Миттєве кутове прискорення визначається як:

[image: image199.png]4Gy
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                                              (4.3). 

Із (4.3) бачимо, що кутове прискорення спів напрямлене із зміною кутової швидкості.

Одиниця виміру  [image: image201.png]


. 

При рівномірному рухові по колу справедливим буде співвідношення [image: image203.png]


,

де [image: image205.png]


, [image: image207.png]


 – період обертання, [image: image209.png]


​– частота, тоді

[image: image211.png]2mv



.

Використовуючи рівняння 4.2 і 4.3 в скалярному вигляді можна одержати рівняння руху матеріальної точки по колу.

Будемо розглядати рівнозмінний рух, тобто такий при якому [image: image213.png]£ = const



. Тоді із 4.3 будемо мати: 

[image: image215.png]w,, = &dt



.

Інтегруючи ліву і праву частини будемо мати:

[image: image217.png]


,

або

[image: image219.png]


 або [image: image221.png]wp + et



                          (4.4).

 Із 4.2 маємо

[image: image223.png]de = wdt



,

враховуючи 4.4 та інтегруючи останнє будемо мати

[image: image224.png]dp = (w, + ct)dt




 або 

[image: image225.png]Ltd;a = J:(wn + et)dt




 далі

[image: image226.png]et?
¢ = @0 = wot +—




або

[image: image228.png]@ = @0 + ot + 5



                                          (4.5).

 Виходячи із рівнянь 4.4 і 4.5 час руху одержимо рівняння

[image: image230.png]


(4.6).
§4.3 Лінійні і кутові величини і зв'язок між ними.

Порівнюючи рівняння (4.4), (4.5) і (4.6) з аналогічними для лінійного руху ми бачимо їх повну аналогію  з тією лише різницею, що лінійні характеристики руху замінені на кутові. Знайдемо співвідношення між лінійними і кутовими характеристиками обертального руху.

Для цього використовуючи рівняння 4.1розділивши ліву і праву частини цього рівняння на час руху [image: image232.png]dt



 одержимо:
[image: image234.png]


,
[image: image236.png]


(4.7).
Диференціюючи рівняння (4.7) по часу одержимо
[image: image238.png]L5+ [a-E]-12-71+ 13- 9]




;
[image: image240.png]d=[£-7]+[@-7](4.8)



.
 Оскільки  ліва частина(4.8)є прискорення, то в правій частині теж повинно бути прискорення.

Один із доданків буде виражати тангенціальне прискорення, інший – нормальне. Для з’ясування цього факту, розглянемо напрямок кожного із добутків правої частини:
[image: image242.png]


; 
[image: image244.png]


.
Добуток [image: image246.png][-7]



 буде співнапрямлений з вектором [image: image248.png]<0



.Отже це буде тангенціальне прискорення. Можемо записати,
[image: image249.png]a, = [Z-7]




або
[image: image251.png]


.                                     (4.9)
Тобто тангенціальне прискорення характеризує швидкість зміни швидкості і напрямлене по дотичній до траєкторії. 
Добуток [image: image253.png]


 буде напрямлений до центра в точку О на вісь обертання і буде виражати нормальне прискорення
[image: image255.png]


.                                    (4.10)
Розділ ІІ. Динаміка матеріальної точки
§5.1 Перший закон Ньютона та його наслідки

Розділ механіки, який вивчає рух тіла або його зміну вказуючи на причину змін називається динамікою. 
В основі динаміки лежать три її закони, які є узагальненням багатовікового досвіду людей. Іноді до цих законів додають закон всесвітнього тяжіння, вважаючи його четвертим законом. 
Закони Ньютона вперше були сформульовані у 1687 році в роботі «Математические начала натуральной философії». 
Перший закон Ньютона (закон інерції) був встановлений Галілеєм, який прийшов до висновку, що коли на дане тіло відсутня зовнішня дія, то воно рухається зі сталою швидкістю або знаходиться в стані спокою.
 Як відомо з повсякденного досвіду, всі тіла тій чи іншій мірі зазнають дії  з боку інших тіл, тобто «в чистому» вигляді закон Галілея не виконується.

Але досить часто ми спостерігаємо стан спокою або рівномірного і прямолінійного руху. Це буде відбуватися в тих випадках, коли дія інших тіл на дане тіло буде скомпенсованою. 
Явище збереження швидкості руху і спокою, при відсутності дії на тіло з боку інших тіл називається інерцією (не ототожнювати з інертністю). 
Перший закон Ньютона виконується не в усіх системах відліку. Якщо система рухається по відношенню до іншої з прискоренням то закон в обох системах не виконується. Системи відліку в яких виконується перший закон Ньютона називаються інерціальними. Система, яка рухається з сталою швидкістю по відношенню до інерціальної, теж буде інерціальною.
Поняття інерціальної системи відліку є абстракцією, оскільки в природі не існує абсолютно ізольованих тіл. Та чи інша система відліку може розглядатися як інерціальна лише наближено, в залежності від умов і характеру досліджуваних явищ. Практично з великим ступенем точності можна вважати інерціальною геліоцентричну систему, з початком координат на Сонці і осями координат направленими на нескінченно віддалені зірки.Такий вибір зумовлений тим, що впливом на таку систему ззовні можна знехтувати.
 Системи відліку зв’язані з Землею взагалі не інерціальні, оскільки Земля обертається навколо своєї осі і Сонця. 
Але в багатьох випадках Землю можна вважати інерціальною системою відліку. 
Ввівши поняття інерціальної системи відліку, перший закон Ньютона можна сформулювати так:

Існують такі системи відліку, відносно яких тіло, що рухається поступально (знаходиться в стані спокою), зберігає свою швидкість сталою (знаходиться в спокої) якщо на нього не діють інші тіла або дія інших тіл скомпенсована.

Суть першого закону Ньютона полягає в тому, що він вказує на існування інерціальних систем відліку.
§5.2 Другий закон Ньютона

Цей закон встановлює кількісний зв’язок між прискоренням тіла, його масою і силами діючими на тіло.
 Розглянемо поняття маси тіла. 
Досліди показують, що результат дії одного і того ж тіла на інші буде різним. Це проявляється в різному прискоренні тіл після дії на них даного.Тобто кожному тілу притаманна особлива властивість, певним чином реагувати на зовнішню дію. Ця властивість називається інертністю. Інертні властивості тіл різні, а тому необхідно визначати їх кількісно. 
Кількісною мірою інертності є маса тіла. 
Із дослідних даних відомо, що тіла взаємодіють між собою не тільки при безпосередньому зіткненні, а і на відстані. Величина цієї взаємодії не залежить від властивостей тіл.Кількісною характеристикою такої взаємодії є гравітаційна сила. 
Експериментальні результати показують, що інертна і гравітаційна маси пропорційні, а допускаючи похибку [image: image257.png]


, їх можна вважати рівними, в подальшому теж їх розрізняти не будемо. 
За одиницю маси в СІ приймають масу платино-іридієвого еталонного циліндра певних розмірів.Цю масу вважають рівною 1 кг. Цей еталон зберігається в місті Севр поблизу Парижа в палаті «мір і вагів». 
Досліди показують, що при невеликих швидкостях маса всього тіла дорівнює сумі мас окремих частин з яких воно складається. Ця властивість називається адитивністю.
Крім того маса залежить від швидкості руху тіла
[image: image259.png]


,
де [image: image261.png]


 – маса спокою, V– швидкість руху тіла, [image: image263.png]c A 3-10°M/



– швидкість світла. 
Маса зв’язана з енергією. Ця залежність дається рівнянням 
[image: image264.png]



Таким чином маса – це скалярна фізична величина, яка характеризує гравітаційні і інертні властивості тіл і визначає запас енергії в них. 
Розглянемо поняття сили. Часто під силою розуміють дію одного тіла на інше в результаті чого, змінюється швидкість тіла, тобто виникає прискорення.

Сила служить мірою взаємодії тіл (слабо, сильно), іноді дають таке означення:  сила – це всяка причина, яка змінює імпульс тіла. Таке означення є чисто якісним.

 При взаємодії двох тіл різної маси справедливе співвідношення
[image: image266.png]


,
[image: image268.png]my,m,



 – маси тіл, [image: image270.png]ay,a,



 – їх прискорення. Це співвідношення дає можливість визначити масу тіла через еталон маси. Крім того воно дає можливість визначити чисельно силу, як величину [image: image272.png]ma



. Силу вимірюють пружинним динамометром.

Для однозначного визначення сили необхідно знати про неї числове значення, напрямок і точку прикладання.
 Пряма, вздовж якої напрямлена сила, називається лінією дії сили.
 Сила – векторна величина. Вектор сили завжди має точку прикладання, тобто прикладений до точки, а не до тіла.
 Всі сили в природі можна віднести до чотирьох взаємодій: 
1)гравітаційна взаємодія, яка притаманна для всіх тіл природи і не залежить від середовища в якому взаємодіють тіла.Ці сили описуються законом Всесвітнього тяжіння;
 2)електромагнітна взаємодія, ця взаємодія відбувається між рухомими і нерухомими електричними зарядами, цією взаємодією зумовлені сили міжмолекулярного і міжатомного типу. Взаємодія між нерухомими зарядами описується законом Кулона, між рухомими – закон Ампера;
 3)Ядерна (сильна) взаємодія;
 4)Слаба взаємодія, описується законами квантової механіки. 
В механіці ми будемо розглядати сили тяжіння, сили тертя, пружності, які носять електромагнітний характер. 
Щоб сформулювати другий закон Ньютона, звернемося до досліду з двома візками (рис. 5.1. Взаємодія двох тіл)

[image: image273]
Рис. 5.1

До одного з них прикріплена металева лінійка зв’язана ниткою. В цьому досліді можна змінювати масу візків, поклавши на один із них додаткову масу, і силу взаємодії між візками, за допомогою пружної лінійки.
По руху візків після взаємодії, змінюючи їх масу і силу взаємодії, ми будемо отримувати різне прискорення. 
Досліди показують, що [image: image275.png]a~F



, з іншої сторони [image: image277.png]3 |-



 .
Тоді вважаючи коефіцієнт пропорційності рівним одиниці, можемо записати 

[image: image279.png]


 (5.1)

або векторно

[image: image281.png]


          (5.1[image: image283.png]


)
Ці записи є математичними виразами   другого закону Ньютона:
«Сила, діюча на тіло прямо пропорційна масі тіла і прискоренню, яке надає ця сила.»
Рівняння в вигляді (5.1) іноді називають рівнянням руху.
Проте таке формулювання закону не досить повне, оскільки не вказує про яку силу йде річ (див. рис.5.2).

[image: image284]
Рис.5.2

Більш повним буде таке:

«Прискорення, з яким рухається тіло прямо пропорційне рівнодійній всіх сил, діючих на тіло, обернено пропорційне масі тіла, і напрямлене як рівнодійна сила [image: image286.png]_l
Il

3 |ml



.»
Другий закон Ньютона виконується лише в інерціальних системах відліку.

Вважаючи, що [image: image288.png]


, то підставивши в (5.1) маємо
[image: image290.png]4% _ dm¥)

ar

at



,
величина [image: image292.png]S



, називається імпульсом тіла. 

Тоді сила дорівнює зміні імпульсу тіла
[image: image294.png]


(5.2)
або

[image: image296.png]dp = Fdt



  (5.3)

Тобто зміна імпульсу тіла дорівнює зміні імпульсу сили.
§5.3 Третій закон Ньютона

При розгляді третього закону Ньютона,звернемось до досліду по взаємодії двох тіл. 
Можемо зробити висновок, що тіла або деформуються, або набувають прискорення, або те й інше. Тобто процес взаємодії носить взаємний характер. Виходячи з цього третій закон можна сформулювати так:

Тіла діють одне на одне з силами напрямленими вздовж однієї прямої, рівними за абсолютним значенням і протилежними за напрямком. 
Або кожній дії є рівна протидія, що математично можна записати:
[image: image298.png]Fi, = —Fy



(5.4)
Не дивлячись на математичну простоту запису цей закон є досить змістовним.

В зв’язку з третім законом Ньютона треба мати на увазі:

1. Сили мають взаємний характер, тобто виникають парами. Поділ сил на діючу і протидіючу є умовним.
2. Ці сили мають одну природу.
3. Рівнодійної сил не має, оскільки, сили прикладені до різних тіл.
В зв’язку із законами Ньютона необхідно пам’ятати, що вони сформульовані для інерціальних систем відліку, і, як і інші закони, є узагальненням дослідних фактів, які перевіряються, але не виводяться.

В основне рівняння динаміки входить, як змінна величина, прискорення. Звідси випливає, що при переході від однієї інерціальної системи відліку до іншої, рівняння динаміки не змінюються, тобто є інваріантними. 
З механічної точки зору, це означає, що всі інерціальні системи відліку еквівалентні між собою. 
Цей факт закладений в принципі відносності Галілея і формулюється наступним чином:
Ніякими механічними дослідами в середині даної системи відліку не можна встановити, знаходиться система в стані спокою чи рівномірного прямолінійного руху.
[image: image300.png]§5.4



 Перетворення Галілея
[image: image1442.png]


Розглянемо дві системи відліку [image: image302.png]


і [image: image304.png]


, які рухаються одна по відношенню до іншої зі швидкістю [image: image306.png]



Будемо вважати, що в початковий момент часу їх вісі координат співпадають. Розглянемо координати точки [image: image308.png]


 в системі [image: image310.png]


і [image: image312.png]


, через деякий час [image: image314.png]


, коли [image: image316.png]


зміститься вздовж вісі х. 
Оскільки в початковий момент часу вісі координат співпадають, то ми можемо записати, що
[image: image318.png]


,
[image: image320.png]


,
[image: image322.png]


,
[image: image324.png]


.

Ці 4 рівняння називаються перетвореннями Галілея.
Вони справедливі, коли [image: image326.png]


 набагато менше с(де с – швидкість світла).

Диференціюючи ці рівняння по часу отримаємо
[image: image328.png]dy _ dy'
at  dt



, [image: image330.png]dz’
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,
або
[image: image334.png]yVz = Uz Up = Uy




,
Розглядаючи рух в одному напрямку у векторному вигляді будемо мати
[image: image336.png]


(5.5).
Диференціюючи (5.5) по часу одержимо:
[image: image337.png]dv _ dav’
dt  dt





або
[image: image339.png]


.

Тобто прискорення будь-якого тіла в усіх системах відліку,які рухаються рівномірно і прямолінійно одна відносно одної, буде однаковим. Рівняння (5.5) відоме як  рівняння додавання швидкостей, його можна сформулювати так:
Швидкість тіла в нерухомій системі дорівнює швидкості тіла в рухомій системі плюс швидкість рухомої системи відносно нерухомої.

§5.5 Основна задача механіки. Динамічні закономірності. Принцип причинності в класичній механіці
Як уже відзначалося, основна задача механіки полягає в знаходженні  положення тіла в будь-який момент часу. Взагалі механіка ставить і розв’язує два питання:
 1) за відомим рухом тіл обчислити сили, які діють на них;
 2) по заданим силам визначити характер руху тіла.
Задачі першого типу порівняно прості і зводяться до обчислення прискорення матеріальних точок, з яких складається система.Знаючи масу можна визначити діючи сили на тіло чи матеріальну точку.

Задачі другого типу є більш складними і є основними в механіці. 
Суть цих задач зводиться до наступного: якщо відомо [image: image341.png]


і [image: image343.png]


, то треба знайти характер руху тіла, тобто [image: image345.png]


.

Така задача може бути розв’язана з використанням принципу причинності, тобто знаючи початкові умови необхідно визначити параметри матеріальної точки через час t. 
Такими умовами є значення величини: [image: image347.png]


, [image: image349.png]


, [image: image351.png]


, [image: image353.png]


. 
Завдання полягає в знаходженні [image: image355.png]7(t)



. 
Ця задача розв’язується за допомогою рівнянь другого порядку, які можна записати для вісі x наприклад: [image: image357.png]md®x
atz




. 
Такі ж рівняння можна записати для y, z. 
Кожне із таких рівнянь еквівалентно двом, тобто
[image: image359.png]dvy



                                             (5.6)
або 
[image: image361.png]


.                                             (5.7)
Таким чином, використавши динамічні закономірності (другий закон Ньютона) і принцип причинності (початкові умови), можна розв’язати основну задачу механіки.
§5.6 Робота. Енергія. Потужність
Іноді рух тіла зручно описувати користуючись поняттям роботи, енергії і потужності. Введемо ці поняття. 
Будемо вважати, що деяка матеріальна точка рухається по довільній кривій, під дією сили F напрямленої під кутом [image: image363.png]


 до переміщення dr. При цьому  переміщення drвважаємонескінченно малим.

Таким, щоб сила Fбула не змінною.

Тоді величина
[image: image365.png]dA = Fdrcosa



(5.8)
буде виражати елементарну роботу сили F на переміщені dr. Або:
[image: image367.png]


(5.9)
чи:
[image: image369.png]dA = (F - dF)



 (5.10)
В рівняннях(5.8) і (5.10) значок [image: image371.png]


 означає не зміну роботи, а те, що ця робота є елементарною. 
Із рівнянь (5.10) бачимо, що робота є скалярною величиною.

Крім того, робота виконується якщо [image: image373.png]


 і [image: image375.png]


 одночасно не рівні нулю.

Якщо хоча б один із співмножників дорівнює нулю, то і робота дорівнює нулю. Робота може бути більшою нуля
[image: image377.png](A>0)



, коли [image: image379.png]a < 90°



, 
[image: image381.png]


, коли [image: image383.png]a =90°



,
[image: image385.png]dA<0



, коли [image: image387.png]90° < @ < 180°



. 
Тому, говорячи про роботу, необхідно вказувати, яка сила цю роботу виконує. 
Виходячи із рівняння (5.8) можемо записати одиницю роботи [image: image389.png][A] = 1H- 1M = 1/Ix



. 
Одна і та ж робота може бути виконана за різні проміжки часу.

Для характеристики роботоздатності машин і механізмів вводять поняття потужності. 
Потужність – це фізична величина, яка чисельно дорівнює роботі виконаній за одиницю часу
[image: image391.png]


,
[image: image393.png][N]=

lux

1Bt



.
При рухові тіла вздовж довільної траєкторії сила може змінюватися.Тоді робота на кінцевій ділянці траєкторії буде дорівнювати сумі робіт на елементарних ділянках, тобто, таких, де сила є незмінною. 
Математично записуємо:
[image: image395.png]A=J, (F-ar)



,
тобто робота дорівнює криволінійному інтегралу вектора сили [image: image397.png]


 вздовж шляху [image: image399.png]


. 
Якщо робота виконується кількома силами, то загальна робота буде дорівнювати сумі робіт, які виконує кожна сила:
[image: image401.png]A=A +A, +-+A,



.
У випадку сталої сили, яка діє на матеріальну точку, можемо записати
[image: image403.png]


,
Потужність в цьому випадку можна обчислити наступним чином:
[image: image405.png]Fear
at

"



(5.11).
Враховуючи рівняння [image: image407.png]


, а також те, що[image: image409.png]


, і[image: image411.png]<

-dt



, будемо мати:
[image: image413.png]


або [image: image415.png]


,
інтегруючи в скалярному виді отримаємо:
[image: image416.png]A= f vdp = f vd(m)




або
[image: image418.png]A=m [ vdv

2




(5.12)
ВеличинаK[image: image420.png]


є кінетичною енергією матеріальної точки. 
Рівняння (5.12) можна записати [image: image422.png]


.

Тобто робота по переміщенню матеріальної точки дорівнює приросту кінетичної енергії. 
Розділ 3 Динаміка системи матеріальної точки

Якщо говорити про роботу системи матеріальних точок, то необхідно мати на увазі, що приріст кінетичної енергії зумовлюється, як роботою зовнішніх так і внутрішніх сил системи. 
Всі сили в макроскопічній механіці можна поділити на консервативні і неконсервативні. 
Сили, робота яких не залежить від форми шляху при переході матеріальної точки  з одного положення в інше, а визначається лише положення цих точок в просторі називаються консервативними. Або, сили, робота яких по замкнутому контуру дорівнює нулю називаються консервативними. Всі сили, які не є консервативними називаються неконсервативними.

До таких сил перш за все відносяться так звані дисипативні сили.
 Дисипативні – це сили повна робота яких, при любих рухах в замкнутій системі завжди від’ємна. Прикладом таких сил є сили тертя. 
Якщо на систему або в системі діють одні лише консервативні сили, для такої системи можна ввести поняття потенціальної енергії. Положення матеріальної точки в просторі визначається її координатами.В початковий момент часу ці координати можна вважати нульовими.
Тоді робота, яка викоується силами при переході матеріальної точки із даного положення в нульове буде визначати потенціальну енергію. 
Оскільки, робота консервативних сил не залежить від форми шляху, то потенціальна енергія є функцією лише координат матеріальної точки. Потенціальна енергія, як і кінетична є величиною відносною. Потенціальна енергія може бути визначена з точністю до деякої сталої величини.

Якщо матеріальна точка рухається з положення 1 в положення 2, то виконана при цьому робота може бути записана у вигляді:
[image: image424.png]A=T,—



(5.13),
де [image: image426.png]


 – потенціальна енергія в положенні 1, [image: image428.png]


 – потенціальна енергія в положенні 2 або [image: image430.png]A= (T, —1I,)



.

Тобто робота дорівнює зменшенню потенціальної енергії. 
Виходячи з означень кінетичної і потенціальної енергії бачимо, що робота і енергія вимірюються в однакових одиницях Дж. 
Враховуючи рівняння (5.12) і (5.13) можемо записати, що
[image: image431.png]—dll




або
[image: image433.png]d(K +1) =0



(5.14),
де величина [image: image435.png](K+M)=E



 є повна механічна енергія. 
Рівняння (5.14) виражає математичний запис закону збереження механічної енергії, який може бути записаний так
[image: image437.png]K + 11 = const



.
Для частинки, що знаходиться в полі консервативних сил повна механічна енергія є величиною сталою.

§6. Замкнуті системи. Закон збереження імпульсу. 

Законами Ньютона зручно користуватися при розв’язуванні основної задачі механіки для однієї або кількох матеріальних точок, але якщо ми маємо систему, яка складається з n матеріальних точок, то розв’язок такої задачі за допомогою лише законів Ньютона не простий, і в таких випадках зручно користуватися законами збереження. 
Введемо поняття ізольованої або замкнутої системи. Такою системою вважають систему, яка віддалена від інших тіл на стільки, що інші тіла ніяким чином не впливають на дану систему, але в самій системі може відбуватися взаємодія тіл чи матеріальних точок. 
Замкнута система – це абстракція, оскільки люба реальна система в тій чи іншій мірі зазнає зовнішньої дії. 
Будемо вважати що сили, які діють в середині замкнутої системи є внутрішніми [image: image439.png]


, а сили які діють на дану систему – зовнішніми [image: image441.png]


. 
Раніше третій закон Ньютона ми записали для двох взаємодіючих тіл чи матеріальних точок. Цей закон можна розширити і для системи, яка складається із n матеріальних точок. При цьому, будемо виходити з того, що взаємодія матеріальних точок зводиться до попарної. 
Запишемо цей закон для довільної кількості матеріальних точок. 
Будемо вважати, що сила [image: image443.png]


 – це  сила, з якоюі-та матеріальна точка діє на k-ту, а [image: image445.png]


 – це сила, з якою k-таматеріальна точка діє на і-ту матеріальну точку.
Тоді згідно з третім законом Ньютона можемо записати:
[image: image447.png]


,
або [image: image449.png]F,




,
Ці рівняння можна записати так:
[image: image451.png]


(6.1),
де верхній індекс і означає, що на дану матеріальну точку діють внутрішні сили, нижній індекс вказує номер матеріальної точки, на яку діє сила. 
Будемо вважати, що на систему діють і зовнішні сили [image: image453.png]



На основі другого закону Ньютона можемо записати рівняння руху для кожної матеріальної точки у вигляді
[image: image455.png]dz 45 2y — Bl 4 P
7 B+ Do+ +P,) =F i+ Fy



;
[image: image457.png]dpy

—F, +Fe,



.і.т.п.
Додаючи почленноліву і праву частину рівнянь одержимо ( враховуючи рівняння 8.1)
[image: image459.png]dpy

Fe,+ -+ Fe,
Fe +Fo,+



 або [image: image461.png]


,       (6.2)
де [image: image463.png]P=3m.7



– імпульс всієї системи, а [image: image465.png]


 – сума зовнішніх сил, які діють на систему або головний вектор зовнішніх сил.

Словами (6.2) можна сформулювати так: 
швидкість зміни імпульсу системи дорівнює головному вектору зовнішніх сил. 
Рівняння (6.2) можна записати у вигляді
[image: image467.png]dP = Fedt



(6.3),
Зміна імпульсу системи дорівнює зміні імпульсу головного вектора зовнішніх сил. 
Це твердження відоме, як теорема про зміну імпульсу системи. Рівняння 6.3 іноді записують в проекціях на вісі координат.

На вісь х наприклад будемо мати, [image: image469.png]dP, = F,°dt



.

Аналогічно можна записати і для інших осей координат. 
Якщо система замкнута[image: image471.png]


, то рівняння 6.2 можна записати так:
[image: image473.png]da?F
dat



,
[image: image475.png]


(6.4),
Цей математичний запис є виразом закону збереження імпульсу, який можна сформулювати так:
 імпульс замкненої системи є величиною сталою. 
В багатьох випадках система може бути не замкнутою, але проекція одного із векторів зовнішніх сил на одну із осей координат може дорівнювати нулю.
Тоді в цьому випадку закон збереження виконується в проекціях на данувісь.Наприклад: на вісь х цей закон запишеться [image: image477.png]const




. 
§7. Центр мас. Рух центра мас.

В багатьох випадках при розгляданні руху системи матеріальних точок теорему про зміну імпульсу і закон збереження імпульсу зручніше використовувати в іншому вигляді, а саме, ввести поняття центра мас системи. 
Центром мас системи (іноді інерції) називається така уявна точка, радіус вектор [image: image479.png]


, якої виражається через радіус-вектори точок [image: image481.png]11,72,



, співвідношенням
[image: image483.png]


.              (7.1)
Центр мас, як правило, позначають буквою C.Тоді останнє рівняння можна записати у вигляді:
[image: image485.png]


(7.2),
тобто центр мас системи, це точка це точка в якій би зібрались всі точки замкнутої системи під дією сил взаємного притягання, при умові, що в деякий момент часу вони були нерухомими.
 Диференціюючи рівняння  (7.5)  по часу отримаємо
[image: image487.png]


([image: image489.png]Mv, = myv, + myv, +



(7.3) (
[image: image491.png]


(7.4),
Останнє рівняння словами можна сформулювати так:
імпульс замкненої системи дорівнює добутку маси системи на швидкість центра мас. 
Диференціюючи це рівняння одержимо:
[image: image493.png]


, 
тоді
[image: image495.png]


(7.5).
Зовні рівняння 8.8 схоже на другий закон Ньютона для матеріальної точки і є математичним записом теореми про рух центра мас, яку можна сформулювати так: 
Центр мас системи матеріальних точок рухається так, як рухалася б матеріальна точка з масою рівною масі всієї системи на яку діє сила, що дорівнює головному вектору зовнішніх сил, діючому на всі матеріальні точки системи. 
Якщо [image: image497.png]


, то
[image: image499.png]dve



([image: image501.png]


.
Теорему про рух центра мас можна записати і в проекціях на відповідні вісі координат, при чому, слід пам’ятати, що при відсутності зовнішніх сил центр мас рухається рівномірно і прямолінійно.
§8. Рух тіл змінної маси
В природі зустрічається рух тіл, маса яких з часом змінюється (ракети, транспорт і т. д.). Другий закон Ньютона для опису руху таких систем застосовувати не можна, тому що він сформульований для руху тіл з сталою масою. Для описування руху таких тіл скористаємося теоремою про зміну імпульсу системи. В систему будемо включати, як саме тіло, так і частинки, які до нього додаються або від нього віднімаються. 
Найбільш наглядно рух тіл змінної маси можна розглядати на прикладі польоту ракети. 
Будемо вважати в момент часуt, m(t) – масаракети, v(t)її швидкість. Кількість руху її[image: image503.png]


.

Через деякий час dt маса і швидкість зміниться на величину dm і [image: image505.png]


 відповідно.
Будемо вважати, що [image: image507.png]dm < 0



, тоді кількість руху (імпульс) будуть [image: image509.png](m + dm) (¥ + dv)



. 
До цієї кількості руху необхідно додати кількість руху газів, які вилітають із ракети [image: image511.png]<



. 
Застосовуючи теорему про зміну кількості руху одержимо
[image: image513.png](m + dm)(# + dP) + dm.b.—mv =



,
розкриваючи дужки одержимо
[image: image514.png]md® + m® + dm® + dmd? + dm, . — mv = Fedt




Зробивши перетворення, відкидаючи при цьому доданки другого порядку малості  одержимо рівняння:
[image: image516.png]


,
де [image: image518.png]


.

Крім того в останньому виразі враховано, що 
[image: image520.png]dm+dm. =0



, [image: image522.png]


,
[image: image524.png]


 (8.1),
[image: image526.png]Bl

:

dm
dt



 – реактивна сила. 
Слід відмітити, що напрямок реактивної сили протилежний швидкості вилітаючих газів, а значить по напрямку руху ракети. 
Рівняння (8.1) відоме, як рівняння Мищерського, яке описує рух тіла змінної маси. 
Якщо в цьому рівнянні покласти [image: image528.png]


, то
[image: image529.png]



або
[image: image531.png]


,
враховуючи, що [image: image533.png]<0



і[image: image535.png]‘sia,



 протилежно напрямлені, то в проекції на напрямок руху можемо записати
[image: image536.png]



одержимо

[image: image537.png]V= Inm+C

Vaiza





Інтегруючи сталу інтегрування С одержимо із наступних міркувань. Нехай в початковий момент часу швидкість ракети [image: image539.png]


, а її маса [image: image541.png]


. Тоді:
[image: image542.png]0=—Vzlnmy +C




або

[image: image543.png]C = Vi Inmyg




Одержимо

[image: image544.png]V= Vg Inm+ Viz Inmy




або
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В кінцевому результаті отримаємо:

[image: image546.png]



це рівняння відоме, як формула Ціолковського. Вона дозволяє розраховувати запас топлива при польоті ракет.
Застосування законів збереження імпульсу і енергії до аналізу пружного і не пружного ударів
Удар – це короткочасна взаємодія тіл, які рухаються з різними або однаковими швидкостями в результаті якого, різко змінюється їх стан руху. В процесі взаємодії відбувається досить швидкий перерозподіл енергії між взаємодіючими тілами, таким чином, що кожне із тіл буде мати іншу енергію ніж до удару. В фізиці розуміють два граничних типи ударів: пружний і не пружний, але такий поділ є ідеалізацією.
Пряма, яка співпадає з нормаллю до поверхні взаємодіючих тіл в точці їх дотику називається лінією удару. Якщо лінія удару проходить через центри мас тіл, то удар називається центральним. Таким можна вважати удар двох кульок. Якщо два взаємодіючих тіла до удару рухаються по лінії удару, то такий удар називається прямим. В іншому випадку удар буде непрямим. 

Абсолютно не пружний удар.
Абсолютно не пружний удар: прямий центральний удар є абсолютно нерухомим, якщо швидкості взаємодіючих тіл будуть однаковими, тобто тіла рухаються разом. 
Після удару тіла будуть деформуватися. Оскільки швидкості тіл до удару різні, то на початку процесу удару деформації обох тіл будуть змінюватися досить швидко. При цьому будуть виникати значні сили взаємодії між тілами, які перешкоджатимуть деформації. Під дією таких сил, швидкості тіл будуть змінюватися до тих пір, поки не стануть рівними. До цього моменту часу деформації досягнуть максимального значення і їх зміна зупиниться.Одночасно, перетворяться в нуль сили взаємодії між тілами ішвидкость змінюватися не буде. 
Починаючи з даного моменту часу обидва тіла будуть максимально деформованими, будуть рухатися зі сталою швидкістю. 
Будемо вважати, що тіло масою [image: image548.png]


, рухається зі швидкістю [image: image550.png]


, а [image: image552.png]


 зі швидкістю [image: image554.png]


.

Після удару вони будуть рухатися зі швидкість [image: image556.png]


.
Оскільки при ударі виникають лише внутрішні сили, то вони не можуть змінити загальну кількість руху.

Можемо записати:
[image: image558.png]my v, + m,v, = (my;+m,)u



(10.1).
Рівняння можна записати в скалярному вигляді, враховуючи знаки швидкості: 
[image: image560.png]myVy+m,V;

p—



(10.2),
Звідси випливає, що швидкість [image: image562.png]


 буде напрямлена в бік більшого [image: image564.png]muv



. Можливі випадки:
a) [image: image566.png]=m,v-
m,v, = m,v,



: [image: image568.png]


;
b) [image: image570.png]ViV, <V



, напрямлені в одну сторону то іuбуде напрямлена таким же чином [image: image572.png]v, <U< UV,



;
c) [image: image574.png]


:  [image: image576.png]



Сумарна кінетична енергія  Кпісля удару буде менша ніж до удару [image: image578.png]


, оскільки частково  витратиться на деформацію, тобто в кінцевому результаті перетвориться на теплову.

[image: image580.png]


. Виходячи з загальних міркувань можемо знайти роботу деформації: [image: image582.png]


, де
[image: image584.png]Ko



; [image: image586.png]


,
тоді одержимо:
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,
де[image: image590.png]2(m, +m.)




 називається зведеною масою. 
При цьому можливі варіанти:
1) Якщо [image: image592.png]


, то[image: image594.png]


,
2) [image: image596.png]


;
3) [image: image598.png]


;
Порівнявши роботу деформації і кінетичну енергію, після деформації бачимо:

1. Якщо [image: image600.png]m, >m,



, то [image: image602.png]>K



;
2. Якщо [image: image604.png]m, >m,



, то [image: image606.png]<K



;
Звідси випливає, що для того, щоб при не пружному ударі отримати більшу [image: image608.png]


, необхідно, щоб маса тіла, яке знаходиться в стані спокою, була більшою, ніж маса тіла, яке наносить удар. Якщо необхідно, щоб [image: image610.png]K>A



, то навпаки.

Закон збереження енергії для системи матеріальних точок
Повна механічна енергія системи тіл або системи матеріальних точок складається із кінетичної і потенціальної енергії тіл або матеріальних точок, які входять в дану систему [image: image612.png]E=K+Il



. 
Для знаходження механічної енергії системи необхідно знайти значення координат і швидкостей матеріальних точок які входять в систему. Ці величини будуть повністю визначати стан системи в даний момент часу і називаються паралельними системами. Для вільної матеріальної точки  таких параметрів шість:три координати (x, y, z) і три проекції швидкості на вісі координат. 
Можемо стверджувати, що механічна енергія системи є функцією параметрів системи, які визначають стан її механічного руху. 
Розглянемо систему, яка складається із n-числа матеріальних точок наякі діють консервативні,неконсервативні і зовнішні сили. 
Для і-тої матеріальної точки рівняння руху можна записати у вигляді:
[image: image614.png]


(10.1),
де [image: image616.png]


 – сумарна консервативна сила, яка діє на і-ту матеріальну точку,
[image: image618.png]


 – сумарна неконсервативна сила,
[image: image620.png]


 – зовнішня сила. 
Кожна із точок системи за час [image: image622.png]dt



буде здійснювати переміщення [image: image624.png]dry



, [image: image626.png]dr,



, [image: image628.png]dry



,…,[image: image630.png]


. 
Домножиморівняння 10.4скалярно на відповідне переміщення. Маємо:
[image: image632.png]2% a7, = Frdf, + Fy=d, + F¢ a7,



(10.5).
Вважаючи, що [image: image634.png]


([image: image636.png]m(?,dv,




. 
Бачимо, що ліва частина рівняння 10.5  виражає зміну кінетичної енергії і-тої матеріальної точки системи. Права частина рівняння 10.5 е сумою елементарних робіт відповідних сил по переміщенню і-тої матеріальної точки.

Тобто[image: image638.png]dk; = dA* + dA™ + dA?



. Записавши рівняння для кожної матеріальної точки системи і додавши їх будемо мати:
[image: image640.png]n  dk;

LdAF + 31 dATE+ 3R dA®



,
 враховуючи, що
[image: image641.png]de‘:dk ZdAf‘:—d ZdA‘:”‘:dA"";ZdAf:dA‘
- £





одержимо
[image: image643.png]d(K+ II) = dE = dA™ + dA®



            (10.6)

Що виражає закон зміни механічної енергії системи матеріальних точок:
Зміна механічної енергії системи дорівнює роботі, яку здійснюють внутрішні неконсервативні і зовнішні сили.

Якщо система замкнута, то [image: image645.png]


, а значить
[image: image647.png]d(K+II) = dE = dA™



 (10.7).
Робота внутрішніх сил системи завжди приводить до зменшення енергії механічної системи (до дисипації енергії). Дисипація енергії пояснюється тим, що робота внутрішніх неконсервативних сил зв’язана з перетворенням механічного руху в інші види руху матерії. Якщо система замкнута і в ній діють лише консервативні сили, то [image: image649.png]


,а значить [image: image651.png]d(K + IT) = const



. 
В замкнутій системі, в якій діють лише консервативні сили механічна енергія є величиною сталою.

Відбувається перетворення кінетичної енергії в потенціальну і навпаки, але відсутнє перетворення механічної енергії в інші види енергії. Цей закон є одним із фундаментальних законів і міститься в більш загальному вигляді, а саме:  у законі збереження і перетворення енергії. 
Використовуючи закон збереження механічної енергії можна встановити умови рівноваги тіла чи системи тіл. 
Оскільки [image: image653.png]E=K+II



, то при рухові [image: image655.png]E>T



, в стані спокою [image: image657.png]


, оскільки, при цьому [image: image659.png]


. 
Будемо вважати, що деяка матеріальна точка рухається без тертя по вказаній поверхні на малюнку. Якщо зобразити залежність потенціальної енергії, як функцію координати х, то ми будемо мати аналогічну криву (рис…….):
[image: image1443.png]


Будемо вважати, що АВ зображує повну механічну енергію Е тіла чи матеріальної точки.

Якщо відомий графік залежності П(х), то з графіка можна знайти потенціальну і кінетичну енергії.

Вигляд кривої П(х) дозволяє вказати характер руху при заданому значенні повної енергії Е.Рух на ділянках [image: image661.png]Xs > X > X3



 неможливий, оскільки, при цьому [image: image663.png]M>E



, що не має фізичного змісту. Ця ділянка називається потенціальним бар’єром. Тіло може рухатися в межах [image: image665.png]


до[image: image667.png]


і такий рух називається фінітним (обмеженим). І від [image: image669.png]X > Xs



, такий рух називається інфінітним (необмеженим). 
При [image: image671.png]X3 > X > X4



 тіло знаходиться в потенціальній ямі, з якої вибратися заважають бар’єри з ліва і з права. В точці С будемо мати мінімум потенціальної енергії, що відповідає стану стійкої рівноваги, в точці D маємо максимум потенціальної енергії, що відповідає стану нестійкої рівноваги.
Механіка твердого тіла
1. Тверде тіло, як система матеріальних точок.
2. Абсолютно тверде тіло.
3. Поступальний і обертальний рух твердого тіла.
4. Миттєві вісі обертання.
5. Поняття про ступені вільності і зв’язків.
[image: image1444.png]


Раніше ми говорили про поступальний і обертальний рух матеріальної точки, таким же чином може рухатися і любе тверде тіло. Під абсолютно твердим тілом розуміють систему матеріальних точок, відстань між якими з часом не змінюється. Любий рух твердого тіла може розглядатися, як накладання двох рухів поступального і обертального.

Якщо тіло рухається із положення 1 в положення 2, по відношенню до деякого полюса [image: image673.png]


, то такий рух можна здійснити кількома методами. Із положення 1 в положення 2 обертаємо на кут [image: image675.png]


, або із положення 1 в положення [image: image677.png]1"



 поступально, а із положення [image: image679.png]1"



 в положення 2 обертально на той же кут [image: image681.png]


. Очевидно, із положення 1 в положення 2 рух тіла можна здійснити багатьма методами, але при цьому буде здійснюватися поступальний рух і обертальний на кут [image: image683.png]


, так, що можемо записати
[image: image684.png]dS = dSy + dS. -




 або поділивши на час руху запишемо
[image: image686.png]


,
де [image: image688.png]


 однакова для всіх точок швидкість поступального руху, [image: image690.png]


 різна для різних точок швидкість обертального руху. Тобто плоский рух твердого тіла можна подати, як суму поступального руху з швидкістю [image: image692.png]


 і обертального з швидкістю [image: image694.png]el



. 
[image: image1445.png]Ar



Як приклад, розглянемо рух циліндра по горизонтальній поверхні. Рух такого циліндра можна розглядати по відношенню до осей О, [image: image696.png]


 і [image: image698.png]0"



. По відношенню до осі О, цей циліндр буде рухатися поступально з швидкістю [image: image700.png]


 і обертально з кутовою швидкістю [image: image702.png]el



.Цей же рух можна розглядати, як поступальний з швидкістю [image: image704.png]


, по відношенню до осі [image: image706.png]0"



 і обертальний із швидкістю [image: image708.png]el



 навколо цієї ж осі, або розглядати як рух навколо осі [image: image710.png]


, з однією лиш кутовою швидкістю [image: image712.png]el



. Для любої точки, яка знаходиться в твердому тілі з радіус-вектором [image: image714.png]~l



 її лінійна швидкість може бути записана 
[image: image715.png]



оскільки

[image: image716.png]



Можна розглядати рух твердого тіла, як обертання навколо деякої осі, яка називається миттєвою. Ця вісь може проходити або через тіло, або знаходиться зовні від нього. Для вказаного нами циліндра миттєва вісь проходить через [image: image718.png]


, при чому положення цієї вісі змінюється, як по площині. Так і по циліндру. 
При рухові матеріальної точки для її характеристики про положення в просторі необхідно знати три координати x, y, z, тобто, говорять, що матеріальна точка має три ступені вільності. 
Якщо розглядати рух кульки підвішеної на нитці, то цей рух буде обмеженим, оскільки на нього накладені зв’язки і кулька буде мати два ступені вільності. 
Якщо розглядати рух тіла (кулька) в одному напрямку (наприклад по спиці) , то для характеристики її положення необхідно знати одну координату, тобто вона буде мати один ступінь вільності. 
Система з n матеріальних точок буде мати 3n ступені вільності, але якщо на такі матеріальні точки накласти зв’язки, то число ступенів вільності буде зменшуватись. При обмеженні руху твердого тіла, воно може мати одну, дві і т. д. ступенів вільності.
Динаміка обертального руху твердого тіла
Момент сили. Момент інерції. Момент імпульсу матеріальної точки. Законзбереження моменту імпульсу матеріальної точки.
Рух твердого тіла в цілому можна описувати законами кінематики і динаміки поступального руху, але такий підхід є досить громіздким, оскільки тверде тіло є системою матеріальних точок, для кожної з яких необхідно скласти відповідні рівняння. Якщо розглядати обертальний рух твердого тіла, то зручно користуватися характеристиками обертального руху, при чому на результат обертального руху впливає не тільки діюча зовнішня сила, а і точка її прикладання, розподіл маси тіла по відношенню до осі обертання. 
Введемо ряд нових характеристик для матеріальних точок. 
[image: image1446.png]


Будемо вважати, що на деяку матеріальну точку А діє сила [image: image720.png]


, радіус вектор якої [image: image722.png]~l



 по відношенню до вісі обертання О. Очевидно радіус-вектор [image: image724.png]~l



 і сила [image: image726.png]


 будуть лежати в одній площині. Величина
[image: image728.png]=l

[7-F]



 (11.1)
називається моментом сили відносно точки О (полюса О). Причому модуль моменту сили [image: image730.png]


. 
Момент сили – це величина векторна і визначається за правилом правого буравчика або правилом векторного добутку.

Він напрямлений вздовж вісі обертання.

[image: image732.png][M]=mM-H # Ix



. 
Аналогічно вводиться поняття моменту імпульсу матеріальної точки відносно деякого полюса О. За означенням
[image: image734.png]L=[#P|



(12.1),
де [image: image736.png]


 – є імпульс матеріальної точки. 
Для розв’язку багатьох задач динаміки обертального руху важливим є поняття моменту інерції матеріальної точки. За означенням, момент інерції I матеріальної точки – це фізична величина, що чисельно дорівнює добутку маси матеріальної точки, на квадрат відстані матеріальної точки до осі обертання. Тобто,
[image: image738.png]


(12.2).
Як бачимо з означення, момент інерції матеріальної точки є величина скалярна [image: image740.png][I] = kr - M2



. Диференціюючи рівняння 12.1 по часу, одержимо: 
[image: image742.png]


(12.3).
Перший доданок в 12.3 дорівнює нулю, оскільки [image: image744.png]


, як добуток двох колінеарних (спів напрямлених) векторів. В другому доданку [image: image746.png]


, тоді рівняння 12.3 прийме вигляд
[image: image748.png]


 (12.4)
– це рівняння відоме, як рівняння моментів, які можна сформулювати так: похідна по часу моменту імпульсу матеріальної точки відносно нерухомого початку дорівнює моменту діючої сили (сил) відносно того ж початку або зміна моменту імпульсу матеріальної точки дорівнює зміні моменту сили матеріальної точки, що математично можна записати так: [image: image750.png]=

= Mdt



. Цей висновок можна поширити і на систему матеріальних точок, тоді останнє рівняння запишеться у вигляді
[image: image752.png]dL



 (12.5),
де [image: image754.png]


 – момент зовнішніх сил. Якщо зовнішні сили відсутні, тоді будемо мати [image: image756.png]dL



, тобто [image: image758.png]


, що і виражає закон збереження моменту імпульсу, який можна сформулювати так: В замкнутій системі момент імпульсу є величиною сталою. 
Цей закон є одним із фундаментальних законів фізики, найбільш поширеним і застосовним в ядерні фізиці. Можуть бути випадки, що момент зовнішніх сил в цілому не дорівнює нулю, але проекція моменту сил на одному із [image: image1447.png]


осей координат дорівнює нулю, тоді закон застосовують  в проекціях на вісі координат.
Іноді при визначенні моменту сили зручно користуватися поняттям плеча сили, і момент сили визначають, як величину, що чисельно дорівнює добутку сили на плече. Плече сили – це найкоротша  відстань від осі обертання до сили або лінії дії сили. Для [image: image760.png]


, це буде [image: image762.png]


, для сили [image: image764.png]


, це буде [image: image766.png]


.
Пара сил
Парою сил називаються дві рівні за величиною, але протилежні за напрямком сили [image: image768.png]


, [image: image770.png]


 з паралельними, але не співпадаючими лініями дії. Відстань [image: image772.png]


 між лініями дії сили називають плечем пари. Рівнодійної пара сил не має, оскільки ці сили прикладені в різних точках , але пара сил створює певний обертальний момент. 
Визначимо обертальний момент пари сил.
Нехай, маємо тіло, яке може обертатися навколо точки О, під дією пари сил [image: image774.png]


 і [image: image776.png]


. Будемо вважати, що вісь обертання проходить через середню точку між точками прикладання сил перпендикулярно площині в якій лежать сили. Точка прикладання [image: image778.png]


 і [image: image780.png]


 буде поділяти відстань [image: image782.png]


 пополам. З точки О до точки прикладання сил проведено відповідні радіус-вектори. Тоді відповідні моменти сил можемо записати
[image: image1448.png]


[image: image784.png]


, [image: image786.png]i Lrsi
M,=rFsina=>Fsina



;
[image: image788.png]


,
[image: image790.png]


.
В загальному вигляді можемо записати, що [image: image792.png]M=M,+M,



. Виходячи з малюнка бачимо, що моменти сил напрямлені однаково. Тобто
[image: image794.png]M =M, +M,=-Fsina+-Fsina = Fsina = Fd



,
Звідси момент пари дорівнює добутку сили на плече пари.
Характерним для пари сил є те, що момент відносно любої осі, яка перпендикулярна до площини пари сил, не залежить від площини осі в тілі.
[image: image1449.png]


Основний закон динаміки обертального руху. Обчислення моменту інерції твердого тіла

Розглянемо рух довільного твердого тіла навколо деякої нерухомої осі. Будемо вважати, що такий рух навколо осі відбувається під дією сили [image: image796.png]


, прикладеної в деякій точці А твердого тіла, радіус-вектор [image: image798.png]~l



.
 Для вказаної матеріальної точки відносно осі обертання можемо записати. Що момент імпульсу дорівнює [image: image800.png]


.

Враховуючи, що [image: image802.png]


,то[image: image804.png]L



,оскільки[image: image806.png]const



 для всіх матеріальних точок, то додаючи момент імпульса для всіх матеріальних точок, можемо записати:
[image: image808.png]L=wX", mr?



.
Величина [image: image810.png]


 є моментом інерції твердого тіла відносно осі обертання. 
Тоді можемо записати, що
[image: image812.png]


(12.6).
Диференціюючи 12.6 по часу, одержимо:
[image: image814.png]


(12.7) .
Згідно з 12.5, рівняння12.7 виражає основний закон динаміки обертального руху, який можна сформулювати так: 
Похідна моменту імпульсу твердого тіла по часу відносно нерухомої вісі дорівнює моменту зовнішніх сил відносно цієї осі. 
Якщо, в 12.7 [image: image816.png]I = const



, то будемо мати
[image: image817.png]



або
[image: image819.png]I[e=M



(12.8),
що виражає основний закон динаміки обертального руху.

В векторному вигляді [image: image821.png]==
Il

™



. Бачимо,що  кутовеприскорення спів напрямлене з моментом зовнішніх сил.
Якщо тіло неоднорідне (густина в різних точках різна), то для обчислення моменту інерції дане тіло уявно розбивають на нескінченну кількість матеріальних точок, які будуть однорідні по масі. Виходячи з цього,
[image: image823.png]dl = r2dm



або[image: image825.png]


,
Для диска і циліндра[image: image827.png]


, де [image: image829.png]


 – маса, [image: image831.png]


 – радіус циліндра або диска.
 Якщо тіло обертається навколо деякої осі, і в той же час рухається поступально, тоді кінетична енергія [image: image833.png]


. 
Часто закон збереження моменту імпульсу записують у вигляді
[image: image834.png]



або
[image: image836.png]Iw = const



.
Із цього виразу слідує, що при збільшенні I, ω зменьшується

Поставимо завдання: знайти момент інерції тіла відносно різних осей обертання, які паралельні між собою. 
Будемо вважати, що вісі обертання проходять через вісі О і А, перпендикулярно площині дошки. Розіб’ємо деяке тверде тіло на елементарні маси [image: image838.png]dm



 (див. рис.) Пробедемо до однієї з таких мас відповідні радіус-вектори із осей обертання [image: image840.png]~l



і[image: image842.png]


. Радіус-вектор між ними позначимо через [image: image844.png]=



. Тоді в векторному вигляді можемо записати
[image: image846.png]


.
Застосувавши теорему косинусів можемо записати
[image: image848.png]2(d-7)dm

Fo=1r2+a®




.
[image: image1450.png]Ar



Домноживши ліву і праву частину на [image: image850.png]dm



 і взявши інтеграл одержимо
[image: image852.png][#idm= [r?dm+ [a*’dm— [ 2(d-7)dm



.
Інтеграл зліва дорівнює моменту інерції точки відносно осі А, Перший інтеграл з права – відносно осі О.
[image: image854.png]I, =1, + ma®—2m(a-R.)



, де [image: image856.png]


 – радіус-вектор центра мас.

Якщо одна із осей, наприклад вісь О, проходить через центр мас, то [image: image858.png]


, і тоді можемо записати
[image: image860.png]


, де[image: image862.png]


 (13.1),
 і виражає математичний запис теореми Гюйгенса-Штейнера: 
Момент інерції тіла відносно довільної осі дорівнює моменту інерції тіла відносно паралельної осі, що проходить через центр мас плюс добуток маси тіла на квадрат відстані між осями.
Розглянемо приклад розрахунку моменту інерції для різних тіл: 
[image: image1451.png]ot



Нехай маємо однорідний стержень довжиною [image: image864.png]


 і масою [image: image866.png]


, яка рівномірно розподілена по всій довжині таким чином, що [image: image868.png]


 виражає лінійну густину тіла.

Визначимо момент інерції цього стержня відносно вісі ОО′, що проходить через його середину  і вісі[image: image870.png]


, що проходить через кінець стержня.
 Розіб’ємо уявно цей стержень на нескінченно малі маси [image: image872.png]dm



, довжина яких [image: image874.png]dr



, і будемо вважати, що вони знаходяться на відстані [image: image876.png]


 від осі обертання. Як бачимо відстань [image: image878.png]


 буде змінною, відносно вісі [image: image880.png]00’



. Можемо записати
[image: image882.png]2 [r2dm



,
але [image: image884.png]dm = pdr



,
тоді [image: image886.png]L
2[2r2pdr




,
[image: image888.png]


,
оскільки[image: image890.png]


, то [image: image892.png]


.
Знайдемо момент інерції стержня відносно осі [image: image894.png]


, яка проходить через кінець стержня. Міркуючи аналогічно одержимо
[image: image896.png]13
L = [[r2pdr = P



,
[image: image898.png]


.
Знайдемо момент інерції відносно осі [image: image900.png]


 використовуючи теорему Гюйгенса-Штейнера
[image: image902.png]


.
Розглянемо аналогію між механікою обертального і поступального руху:

	№ п/п
	Поступальний рух
	Обертальний рух

	1
	[image: image904.png]


 – переміщення
	[image: image906.png]


 – кутове переміщення

	2
	[image: image908.png]


 – лінійна швидкість
	[image: image910.png]


 – кутова швидкість

	3
	[image: image912.png]


 – прискорення
	[image: image914.png]


 – кутове прискорення

	4
	[image: image916.png]


 – маса тіла
	[image: image918.png]


 – момент інерції

	5
	[image: image920.png]S



 – імпульс тіла
	[image: image922.png]


 – момент імпульсу


	6
	[image: image924.png]


 – сила
	[image: image926.png]=l

[7-F]



 – момент сили

	7
	[image: image927.png]



	[image: image928.png]=l

SN





	8
	[image: image930.png]


основне рівняння поступального руху
	[image: image932.png]


основне рівняння обертального руху

	9
	[image: image934.png]


робота при поступальному руху
	[image: image936.png]dA = Mdg



робота при обертальному руху

	10
	[image: image938.png]


кінетична енергія поступального руху
	[image: image940.png]


кінетична енергія обертального руху


Вивчивши поступальний і обертальний рух твердого тіла можемо одержати умови рівноваги твердого тіла. 
Основні рівняння динаміки обертального і поступального руху можна записати так:
[image: image942.png]


і[image: image944.png]dL



.
Це фактично є рівняння поступального і обертального руху. Кожне з цих рівнянь еквівалентне трьом в проекціях на вісі координат. При рівновазі одночасно повинні виконуватися наступні умови:
[image: image945.png]ZF‘,,: OZM‘,,: 0




[image: image946.png]



[image: image947.png]ZF‘,:OZM‘,:O




При виконанні перших трьох умов тіло не буде рухатись поступально і при виконанні других – обертально.
Можливі наступні види рівноваги: 
1)стійка; 2)нестійка; 3)байдужа.

[image: image1452.png]ot



[image: image1453.png]Av,



В положенні 1 тіло перебуває в стані стійкої рівноваги, при незначному відхиленні від положення від положення рівноваги будуть виникати сили, які повертають тіло до положення рівноваги (це рівнодійна [image: image949.png]


і[image: image951.png]


). 
При нестійкій рівновазі при незначному відхиленні від положення рівноваги, будуть виникати сили, які віддаляють тіло від положення рівноваги.
При байдужій рівновазі при незначному відхиленні від цього положення, ніяких суттєвих змін в перерозподілі енергії не відбувається. 
В стійкому положенні рівноваги в замкнутій системі потенціальна енергія буде [image: image953.png]M, =0XM,.=0



мінімально можливою для даного тіла. 
Оскільки, за законом збереження енергії [image: image955.png]E=K+1II = const



, тоді [image: image957.png]—dIl



. Тобто кінетична енергія може збільшуватися лише за рахунок зменшення потенціальної енергії. Якщо система знаходиться в рівновазі, то [image: image959.png]


, положення рівноваги тіла, яке зазнає дії сили тяжіння. Сила тяжіння завжди прикладається до центра мас і повинна проходити через точку опори тіла. Лише в таких випадках сила тяжіння і сила опору будуть зрівноважені.
Вільні вісі обертання твердого тіла. Гіроскопи
До цього часу ми розглядали обертання твердого тіла, відносно закріпленої вісі.При його обертанні  положення вісі обертання з часом залишається незмінним, завдяки наявності точок опору. Такий факт не є обов’язковим. Іноді вісь обертання тіла залишається незмінною сама по собі, такі вісі називають вільними. При цьому відсутні зовнішні сили, які утримують вісь незмінною. Такі вісі характерні наприклад при коченні циліндра по горизонтальній поверхні. 
Вісь обертання буде вільною, якщо вона проходить через центр мас тіла і якщо сума моментів сил діючих на тіло, яке обертається відносно центра мас буде дорівнювати нулю. 
Теорія і досліди показують, що у любого твердого тіла є три взаємно перпендикулярні вісі обертання, які перетинаються в центрі мас тіла. Для симетричних однорідних тіл, положення геометричних осей симетрії співпадає з вільними осями обертання (наприклад: куля, паралелепіпед, куб і т. д.). Якщо тверде тіло обертається навколо однієї із вільних осей і відсутній момент зовнішніх сил, то орієнтація вісі в просторі не буде змінюватися з часом.Такий стан буде стійким, якщо при відхиленні від положення рівноваги будуть з’являтися сили, які повертають тіло в положення рівноваги. Досліди і теорія показують, що найбільш стійким є обертання тіла навколо осі з максимальним моментом інерції.
Властивості вільних осей зберігати свою орієнтацію в просторі досить широко використовуються в техніці. 

Розглянемо рух гіроскопу. Гіроскоп – це  однорідне, масивне тіло, яке здійснює досить швидкий обертальний рух навколо осі симетрії, яка є вільною. Гіроскопами можна вважати різні махові колеса, шківи різних машин і т. д.

Однією із характерних особливостей гіроскопа є те, що вісь обертання в просторі залишається незмінною. Для вільного зрівноваженого гіроскопа момент діючої сили тяжіння відносно центра мас дорівнює нулю. Оскільки ця сила прикладена до центра мас,  то сила тяжіння не може змінити орієнтацію осі обертання гіроскопа, так як і інші сили, якщо їх момент інерції відносно центра мас гіроскопа дорівнює нулю. 
Це випливає з наступного, оскільки [image: image961.png]


, то при [image: image963.png]


, [image: image965.png]


, тобто [image: image967.png][& = const



, а значить при [image: image969.png]I = const



, [image: image971.png]const



, тобто кутова швидкість залишається незмінною. 
Іноді момент прикладеної зовнішньої сили до гіроскопу відносно центра мас не дорівнює нулю, але проміжок дії сили нескінченно малий. В таких випадках, якщо гіроскоп обертається досить швидко, то його вісь залишається практично не змінною в просторі.При цьому виникає лише слабкий рух навколо попереднього напрямку вісі.Таке явище називається нутація. Оскільки. [image: image973.png]=

= Mdt



, при [image: image975.png]dt — 0



, будемо мати [image: image977.png]&4



, тоді [image: image979.png]const



. 
Гіроскопу притаманна ще одна властивість.Якщо на вісь гіроскопа, який обертається, подіяти силою, момент якої не дорівнює нулю, то його вісь буде повертатися в напрямку перпендикулярному до напрямку дії сили і кутової швидкості обертання. ………[image: image981.png]el



.

[image: image1454.png]


Сили тертя і сили пружності
Сили тертя. В’язке тертя. Формула Стокса. Закони сухого тертя. Тертя спокою і тертя ковзання. Роль сили тертя пари коченні тіл. Тертя кочення і значення сили тертя в природі і техніці

Досліди показують, що всяке тіло, яке рухається по поверхні іншого чи в іншому середовищі з часом зупиняється. Це означає, що на нього з боку інших тіл діє сила напрямлена проти швидкості руху, ця сила називається силою тертя (точніше силою опору). 
Сили тертя проявляються при відносному зміщенні тіл чи частинок середовища, що дотикаються і напрямлені проти вектора відносної швидкості тангенціально до поверхні дотику, при цьому завжди відбувається нагрівання тіл, що дотикаються. Силами тертя називаються тангенціальні взаємодії між дотиковими тілами, що виникають при її відносному переміщенні. 
Тертя, яке виникає при відносному переміщенні дотикових тіл називається зовнішнім або сухим. 
Тертя, яке виникає при відносному рухові частинок одного і того ж тіла або частинок речовини називається внутрішнім або в’язким.Це характерно для рідин або газів. 
Зовнішнє тертя поділяють на тертя спокою (статичне) і руху (кінематичне).
 Статичне виникає між взаємно нерухомими тілами. А кінематичне виникає при відносному рухові тіл, що дотикаються. 
Крім того, серед зовнішнього тертя розрізняють: тертя ковзання, тертя кочення і тертя обертання. 
В реальних рухах завжди виникають сили більшої чи меншої величини, а тому при складанні рівняння руху тіла завжди необхідно враховувати, крім інших сил, і силу тертя:
[image: image983.png]"
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.
Щоб виміряти силу тертя, що діє на тіло масою [image: image985.png]


, до нього прикладають відому силу такої величини, щоб тіло рухалось рівномірно. Оскільки нитка не розтяжна, то сили натягу [image: image987.png]


 і [image: image989.png]


 будуть однакові за величиною. Вантаж масою [image: image991.png]


, ми підбираємо таким, щоб тіло рухалось рівномірно.Можемо записати наступні рівняння:
[image: image993.png]ma=T' —Fy



, [image: image995.png]ma=mg—T'




, тоді ([image: image997.png]


.
Оснований на цьому методі вимірювання сили тертя називається трибометром. 
Розглянемо в’язке тертя, при цьому звернемось до наступного досліду:
[image: image1455.png]Av,



[image: image1456.png]


Нехай маємо два паперових диски розміщені один від одним паралельно між собою на деякій невеликій відстані [image: image999.png]


. Нижній диск може обертатися навколо своєї осі з деякою кутовою швидкістю [image: image1001.png]el



. Якщо нижній диск привести в обертальний рух з швидкістю [image: image1003.png]el



, то через деякий час верхній диск почне обертатися з кутовою швидкістю [image: image1005.png]


, яка буде менша ніж [image: image1007.png]el



. Це означає, що на верхній диск подіяла  сила, яка називається силою тертя. 
Ньютон експериментально встановив
[image: image1009.png]


,
 де [image: image1011.png]


 – коефіцієнт внутрішнього тертя, [image: image1013.png]


 – градієнт швидкості, а [image: image1015.png]


 – площа поверхні, на яку діє сила. Градієнт – це зміна деякої величини у певному напрямку. Розмірність:[image: image1017.png]1

He



. 
Під час руху тіл у рідинах або в газах крім сили тертя виникають, так звані, сили опору середовища величина яких може значно перевищувати сили тертя. Але в загальному дію сил тертя і сил опору називають просто силою тертя. 
При малих швидкостях сила опору пропорційна швидкості, тобто [image: image1019.png]F=—k,v



, де [image: image1021.png]


 – коефіцієнт пропорційності, а знак «–» вказує, що сила напрямлена проти швидкості руху. 
При великих швидкостях [image: image1023.png]F = —k,v?



.

При надзвукових швидкостях [image: image1025.png]F = —k,v?



. Величина швидкості переходу від лінійної до квадратичної залежності визначається властивостями середовища. Для тіл сферичної форми, що рухаються у в’язких середовищах з невеликими швидкостями для розрахунку сил тертя використовується формула
[image: image1027.png]F = 6mrnu



,
яка відома як формула Стокса, де [image: image1029.png]


 – радіус кульки, [image: image1031.png]


 – коефіцієнт в’язкості, [image: image1033.png]


 – швидкість руху кульки.
Сухе тертя
Сили тертя, що діють між дотиковими поверхнями називаються силами сухого тертя. Сили сухого тертя діють як при рухові тіл одне відносно одного, так і при відносному спокої. Характерною особливістю цих сил, яка відрізняє їх від рідкого тертя, є те, що при зменшенні відносної швидкості до нуля сили сухого тертя в нуль не перетворюються, а дорівнюють деякій сталій величині, яка називається тертям спокою. Якщо на одне тіло вздовж поверхні його дотику з іншими, зовні ніяка сила не діє, то сила тертя спокою при цьому дорівнює нулю. По мірі зростання величини зовнішньої сили буде зростати і протилежно напрямлена їй сила тертя спокою, і якщо сума цих сил буде рівна нулю, то тіло в рух не прийде. 
Тобто, сила тертя спокою є величиною неоднозначною. Із зміною зовнішньої сили відповідно і змінюється сила тертя спокою так, щоб зрівноважити зовнішню силу, але сила тертя спокою може змінювати свою величину до деякого максимального значення. Це означає, що тіло буде залишатися в спокої до тих пір, доки зовнішня сила не стане більшою ніж деяка максимальна сила[image: image1035.png]


. Як тільки зовнішня сила стане більшою,буде виникати рух одного тіла по поверхні іншого. 
Величина сил сухого тертя як при відносному спокої, так і при рухові залежить від матеріалу, стану їх дотикових поверхонь, а також від величини сили нормального тиску одного тіла на інше. 
Вплив вказаних фактів на величину сил сухого тертя експериментально досліджували Амонтон і Кулон. Їхні дослідження були сформульовані наступним чином:
Величина сил тертя, що діють між двома даними тілами не залежить від площі їх дотику і пропорційна силі нормального тиску
[image: image1037.png]


,
де [image: image1039.png]


 – сила нормального тиску.

[image: image1457.png]


Експериментально коефіцієнт тертя можна визначити за допомогою похилого трибометра. Підбираємо кут нахилу такий, щоб тіло рухалось рівномірно, тоді рівняння руху (другий закон Ньютона) можна записати у вигляді:
[image: image1041.png]Fr+mgsina



,
[image: image1043.png]Fr = uN = pymg cosa



, і 

[image: image1045.png]ma = mgsina — umg cosa = 0



,
 звідси[image: image1047.png]U=tga



 (при рівномірному рухові)

Тертя кочення

Досліди показують, що і при коченні тіл з часом зменшується як швидкість поступального, так і обертального руху, але при цьому виникають не сили тертя ковзання, а інші сили. При коченні відбувається деформація обох взаємодіючих тіл. …….Оскільки зменшується швидкість руху тіла [image: image1049.png]<0



, то це означає, що на тіло повинна подіяти деяка сила [image: image1051.png]


, яка повинна збільшити лінійну швидкість обертання [image: image1053.png]


, але цього не спостерігається. Ми спостерігаємо зменшення як [image: image1055.png]<0



, так і [image: image1057.png]


, це означає, що крім сили [image: image1059.png]


 є ще й сила [image: image1061.png]


, яка зменшує швидкість [image: image1063.png]


. При чому, сили [image: image1065.png]


 і [image: image1067.png]


 не є особливими, а є результатом розкладу сили нормального тиску [image: image1069.png]


 на дві складові. Сила [image: image1071.png]


 напрямлена при коченні не вертикально, а під деяким кутом, тому що поверхні тіл деформуються, тобто виникають горизонтальна складова [image: image1073.png]


, що сповільняє горизонтальний рух тіла, і вертикальна складова [image: image1075.png]


, що зменшує лінійну швидкість обертального руху тіла. 
Силу тертя кочення можна визначити експериментально.

Один із методів полягає в наступному: за допомогою деякої сили [image: image1077.png]


 приводять у рівномірний рух циліндр, тоді розраховують силу [image: image1079.png]


 і [image: image1081.png]


. Оскільки рух рівномірний то [image: image1083.png]


. Знаходячи ці сили можемо записати, що
[image: image1085.png]


,
де [image: image1087.png]


 – радіус циліндра, [image: image1089.png]


 – зміщення сили нормального тиску від вертикалі за рахунок деформації. Як бачимо з останнього виразу: сила тертя кочення по величині прямо пропорційна силі тяжіння і обернено пропорційна тіла (колеса), що котиться. Коефіцієнт пропорційності є величина [image: image1091.png]S«R



, і називається коефіцієнтом тертя кочення , як бачимо величина [image: image1093.png]


 розмірна [image: image1458.png]=



[image: image1095.png][S] =™



. 
Оскільки, [image: image1097.png]S
" < p



, то сила тертя ковзання буде набагато більшою ніж [image: image1099.png]


 кочення.
Коливання і хвилі

Рух тіл під дією пружних і квазіпружних сил. Вільні коливання лінійного гармонічного осцилятора. Диференціальне рівняння власних коливань і його розв’язок. Енергія гармонічного осцилятора. Математичний і фізичний маятники.

Будь-яка фізична система, яка здійснює коливання навколо положення рівноваги називається осцилятором. Найпростішим осцилятором можна вважати матеріальну точку, яка здійснює рух вздовж деякої прямої .При такому рухові вздовж однієї прямої положення матеріальної точки можна характеризувати однією координатою [image: image1101.png]x (y, z)



, і потенціальна енергія П буде характеризуватися однією координатою [image: image1103.png]M= I(x)



. 
Якщо фізична система має положення стійкої рівноваги, то при цьому її потенціальна енергія буде мінімальною. В момент початку відліку положення матеріальної точки можемо вважати [image: image1105.png]


. 
При незначних відхиленнях від положення рівноваги [image: image1107.png]


.

Тоді сила, діюча на дану фізичну систему може бути записана у вигляді:
[image: image1109.png]


,
 знак «–» вказує на протилежний напрямок сили і зміщення. 
Сили, які описуються останнім рівнянням називаються квазіупружними.
 Властивості цих сил полягають в наступному:
· вони напрямлені до положення рівноваги, 
· модулі їх пропорційні величині відхилення від положення рівноваги. 
Сила, яка повертає математичний маятник в положення рівноваги є квазіупружною.

Сила яка повертає пружинний маятник є пружною за природою. 
Щоб гармонічний осцилятор здійснював коливання, йому необхідно надати певний запас енергії. Якщо в початковий момент часу системі надано потенціальну енергію то повна енергія [image: image1111.png]


 ([image: image1113.png]


).

При проходженні положення рівноваги [image: image1115.png]


 ([image: image1117.png]


). В подальшому повна енергія буде дорівнювати в крайній точці – потенціальній, при поверненні – кінетичній, але в любий момент часу (закон збереження енергії) [image: image1119.png]E=K+1II = const



, якщо сил опору не враховувати. 
Запишемо рівняння коливань осцилятора для випадку відсутності зовнішніх сил.

Будемо мати:
[image: image1120.png]



[image: image1122.png]=0
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(17.1)
або
[image: image1124.png]mx" + kx = 0(mx + kx = 0)



; [image: image1126.png]X+ wix



(17.2),

де    
[image: image1128.png]


. 
Рівняння 17.1 – 17.2 є диференціальним рівняннями вільних коливань осцилятора.

Розв’язком їх є рівняння виду:
[image: image1130.png]x = Acos(wyt + @y)



(17.3)
[image: image1132.png]x = Asin(w,t + @,)



(17.4),
 де [image: image1134.png]


 – зміщення осцилятора від положення рівноваги в будь-який момент часу, [image: image1136.png]


 – найбільше відхилення від положення рівноваги,(амплітуда)[image: image1138.png]


 – фаза, [image: image1140.png]


 – початкова фаза, яка визначає положення матеріальної точки в момент початку відліку часу, [image: image1142.png][N
Wyt +



 – фаза, яка визначає положення матеріальної точки в любий момент часу.
Коливання, які відбуваються за таким законом називаються вільними, тобто сил тертя при цьому ми не враховуємо (іноді називають власними). 
В тому, що 17.3 і 17.4 є розв’язком ми можемо впевнитися підставивши відповідні величини в рівняння 17.2. 
Кінетичну і потенціальну енергії, ми можемо записати для гармонічного осцилятора у виді:
[image: image1144.png]


; [image: image1146.png]


;
[image: image1459.png]Xy



[image: image1148.png] kaZcoslwotreo)
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.
З останнього рівняння бачимо, що повна енергія пропорційна квадрату амплітуди коливань гармонічного осцилятора. 
Розглянемо коливання фізичного і математичного маятників:
Математичний маятник – це ідеалізована система у вигляді матеріальної точки, яка підвішена на нерозтяжну і невагому нитку. 
Наближенням до матеріальної точки є кулька підвішена на досить довгій нитці. 
Схематично це зображується так:

При відхиленні кульки від положення рівноваги на деякий кут [image: image1150.png]


на кульку діють сили: тяжіння - [image: image1152.png]


і натягу - [image: image1154.png]


. Рівнодійна сил [image: image1156.png]mg sin @



 відіграє роль квазіупружної (повертаючої) сили, у випадку малих кутів, тобто таких, що [image: image1158.png]sing ~ ¢ ~ -



, рівняння руху можна записати у вигляді
[image: image1160.png]ma = —mgsin @



,
знак «-» вказує на протилежний напрямок  зміщення і сили
[image: image1162.png]


(18.1)
[image: image1164.png]X+ wix



,
де
[image: image1166.png]


(18.2).
 Розв’язком цього рівняння є функція виду: 
[image: image1167.png]x = Acos(wyt + @y)




або
[image: image1169.png]x = Asin(w,t + @,)



.
В цьому можна впевнитись після підстановки [image: image1171.png]


 в рівняння 18.1. 
Період коливання можна записати із рівняння
[image: image1173.png]


 (18.3).
Рівняння 18.3 визначає період коливань математичного маятника. 
Як видно із рівнянь 18.2 і 18.3 циклічна частота і період коливань математичного маятника не залежать від амплітуди [image: image1175.png]


 і маси [image: image1177.png]


, а залежить лише від довжини маятника [image: image1179.png]


 і прискорення вільного падіння [image: image1181.png]


, яке залежить від географічної широти.

Фізичний маятник.

[image: image1460.png]X



Розглянемо коливання фізичного маятника. Фізичний маятник – це абсолютно тверде тіло, яке може здійснювати коливання навколо нерухомої осі, що не співпадає з центром тяжіння. 
Якщо відхилити фізичний маятник від положення рівноваги на деякий кут [image: image1183.png]


, то буде виникати повертаючий момент маятника в положення рівноваги.

Такий маятник виникає і в математичному маятнику. 
Величина моменту буде дорівнювати
[image: image1185.png]M = mglsin @



,
де [image: image1187.png]


 – є довжина фізичного маятника. 
Застосовуючи основний закон динаміки обертального руху, можемо записати
[image: image1189.png]


, [image: image1191.png]


,
враховуючи, що [image: image1193.png]sing ~ ¢



, можна записати
[image: image1195.png]Lo _
—= = —mgly



,
або[image: image1197.png]d?



,
або[image: image1199.png]¢+wie=0



(18.4),
де[image: image1201.png]


.
Розв’язком рівняння 18.4 функція [image: image1203.png]@ = Acos(wyt + @y)



. Період коливань можна записати у вигляді
[image: image1205.png]


 (18.5).
Як бачимо з рівняння 18.5 частота і період залежить від маси, від довжини і моменту інерції фізичного маятника. 
Порівнюючи 18.2 і 18.5 між собою бачимо, що періоди будуть співпадати, якщо [image: image1207.png]


, де [image: image1209.png]


. 
Величина [image: image1211.png]


 називається зведеною довжиною фізичного маятника.
 Зведена довжина фізичного маятника – це довжина математичного маятника, при якій періоди коливань їх співпадають.Точка О, що лежить на прямій ОС на відстані [image: image1213.png]


, називають центром качання фізичного маятника.
 Якщо підвісити його в центрі качання, то період коливань не зміниться.Ці точки називаються взаємно оборотними. 
Необхідно відмітити, що характер всіх інших видів коливань і умови їх виникнення залежать від характеру власних коливань, характерних для даної системи. 
Затухаючий гармонічний осцилятор, диференціальне рівняння затухаючих коливань і аналіз його розв’язку, рівняння руху, коефіцієнт затухання, аперіодичний рух.
Всякий реальний рух зазнає зовнішньої дії, тобто відбувається дисипація енергії і коливання стають затухаючими. Процес дисипації можна характеризувати силою, що виникає в процесі сталого руху і напрямлена протилежно йому. 
Цю силу, незалежно від її природи, називають силою опору або силою тертя. 
При незначному від положення рівноваги
[image: image1215.png]


, де [image: image1217.png]


 – коефіцієнт опору. 
Тоді рівняння затухаючих коливань можна записати у вигляді: 
[image: image1219.png]


або[image: image1221.png]d*x dx
M 2 kx =0
de2 dt



 (19.1).
Рівняння 19.1 є диференціальним рівнянням затухаючих коливань, його можна записати:
[image: image1223.png]¥+ 2% +wix=0



,
де[image: image1225.png]2B

3 =



,  [image: image1227.png]


.
Розв’язком буде функція виду:
[image: image1229.png]x = A,e Pt cos(wt + @,)



,
де[image: image1231.png]A=A,e Pt



буде амплітуда затухаючих коливань,
[image: image1233.png]


 – є частота затухаючих коливань, де [image: image1235.png]


 – коефіцієнт затухання. 
При [image: image1237.png]


, [image: image1239.png]


 коливання будуть незатухаючими. 
Період затухаючих коливань: 
[image: image1240.png]



Характерною особливістю затухаючих коливань є те, що для будь яких двох амплітуд, що розділені по часу одним періодом їх відношення залишається сталим протягом всього процесу коливань. 
Якщо в момент часу(t)[image: image1242.png]A, = A e Pt



, а в момент часу [image: image1244.png](t+T7)




[image: image1246.png]Apor

A e Bl



, 
то розділивши їх:
[image: image1248.png]


,
де величина [image: image1250.png]


 називається декрементом затухання. 
Часто для характеристики затухаючих коливань вводять так званий логарифмічний декремент: [image: image1252.png]=enD =enefT =BT



. Крім того для характеристики затухання часто користуються часом на протязі якого амплітуда зменшується в e-раз. 
Цей час називають часом релаксації (зменшення, послаблення). Тоді маємо: 
[image: image1253.png]Ay =Age Pt
A, — A e B




розділивши одне на одне матимемо:
[image: image1255.png]


([image: image1257.png]


([image: image1259.png].



,
тобто коефіцієнт затухання [image: image1261.png]


 обернено пропорційний часу релаксації .
 При [image: image1263.png]


, а реально раніше, рух системи втрачає риси коливального руху.

При [image: image1265.png]


([image: image1267.png]


.

В цьому випадку коефіцієнт [image: image1269.png]


 називається критичним. Це означає, що система виведена із положення рівноваги буде повільно повертатися до нього, використовуючи майже всю потенціальну енергію на подолання сил тертя. Такий рух систем називається аперіодичним,  якщо зобразити залежність [image: image1271.png]x(t)



 графічно, то будемо мати таку залежність (рис. …)
В техніці для збільшення затухання застосовують, так звані демпферні пристрої (амортизатори в автомобілі, ресори)

[image: image1461.png]X3




Вимушені коливання

Всякі реальні коливання при відсутності зовнішньої дії є затухаючими, оскільки енергія коливальної системи витрачається на подолання сил тертя (опору). Щоб коливання були незатухаючими, коливальну систему необхідно поповнювати енергією, тобто подіяти періодичною силою, величина якої: [image: image1273.png]


,
тоді рівняння таких коливань можна записати у вигляді:
[image: image1275.png]d*x dx
mEZ = —kx— 1 4 Fycos wt
de2 dt



;
[image: image1277.png]mi¥ = —kx —rx + F, cos wt



.
Розділивши на [image: image1279.png]


 одержимо:
[image: image1281.png]¥ + 2B% + wix = 2 cos wt



(20.1).
Рівняння 20.1 є неоднорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку. Розв’язок такого рівняння можна подати у вигляді:
[image: image1283.png]x(t) = x, () + x,(¢)



,
де [image: image1285.png]


 є розв’язок однорідного рівняння (без правої частини), [image: image1287.png]


 – частинний розв’язок однорідного рівняння.
[image: image1289.png]x, (t) = A e Pt cos(wt + @,)



,
де[image: image1291.png]


;
[image: image1293.png]X, (t) = Acos(wt + @)



, де [image: image1295.png]


 – амплітуда вимушених коливань, [image: image1297.png]


 – зсув фаз між зміщенням і вимушеною силою. 
Щоб впевнитися, що [image: image1299.png]


 і [image: image1301.png]


 є розв’язком, необхідно зробити підстановку в рівняння 20.1. 
Зсув фаз між зміщенням і вимушеною силою зумовлений тим, що крім вимушеної сили на систему діє сила опору. 
Розв’язуючи ці рівняння, одержимо:
[image: image1303.png]


.
 Тобто, бачимо, що амплітуда вимушених коливань пропорційна амплітуді вимушуючоїсили [image: image1305.png]


. 
Якщо[image: image1307.png]Wy > @



, то матимемо
[image: image1309.png]


.
 Тобто в цьому випадку амплітуда вимушених коливань приблизно дорівнює статичному зміщенню, яке можна створити постійна сила [image: image1311.png]


. 
Якщо частоту [image: image1313.png]


 збільшувати, то [image: image1315.png]


 буде зменшуватися, а амплітуда збільшуватися. Якщо [image: image1317.png]


, то амплітуда теоретично повинна зрости до нескінченості, оскільки у всякій системі є затухання, то амплітуда може зростати до деякого максимального значення. Її можна знайти із умови мінімуму під коренем у знаменнику. Така частота називатиметься резонансною. Знайдемо її:
[image: image1318.png]74(0‘,&, 2
wZ.)-
Wpes + 8B Wy, =0




[image: image1319.png]Wpes = |02 — 27




тодірезонанснаамплітудабудедорівнювати:
[image: image1320.png]Fo Fo
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[image: image1321.png]pes
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підставляючи значення різної частоти у вираз для амплітуди, одержимо рівняння результуючої амплітуди
[image: image1323.png]


.
 Отримаємо наступну залежність, при цьому [image: image1325.png]By < By < B3



, тобто із збільшенням [image: image1327.png]


 максимум кривої знижується і зміщується вправо по частоті. Явище різкого збільшення амплітуди коливань, при умові, що частота власних коливань співпадає з частотою вимушеної сили називається резонанс.
Хвилі

Поширення коливань в однорідному і пружному середовищі. Хвильовий рух. Фронт хвилі. Поперечні і повздовжні хвилі. Рівняння плоскої хвилі. Хвильове рівняння . Енергія хвилі, потік енергії.Вектор Умова

Коливання які відбуваються у деякій локалізованій ділянці простору можуть поширюватися і в найбільш віддалені ділянки. Процес поширення коливань у просторі з часом називається хвильовим процесом або просто хвилею.

Фізика вивчає різні за своєю природою хвилі: механічні, електромагнітні хвилі і. т. д.. Але при своєму описувані хвилі мають досить багато спільного, а тому можуть бути вивчені на прикладі механічних хвиль. Якщо взаємодія між частинками середовища здійснюється частинками пружності від передачі коливань від одних частинок до інших, то такі частинки називаються пружними (звукові, ультразвукові, сейсмічні).


У хвиль на поверхні рідини (поверхневі хвилі) передача коливань відбувається силами поверхневого натягу і силами тяжіння. Для того, щоб хвилі поширювались необхідно мати джерело хвиль. Оскільки коливання від частини до частини передаються не миттєво, здійснюючи при цьому коливання з різними фазами, то хвилі ми приймаємо так, що має вершину і впадини.


Необхідно мати на увазі, що частинки середовища не переміщаються з поширенням хвилі, а здійснюють коливання навколо своїх положень рівноваги з деяким періодом Т. 

[image: image1462.png]X 4



[image: image1463.png]X



[image: image1464.png]


Розрізняють поперечні і повздовжні хвилі. Якщо частинки, які здійснюють коливання в напрямку перпендикулярному, напрямку поширення коливань, то такі хвилі будуть поперечними. Схематично, можна, зобразити так:

[image: image1465.png]1"







  Якщо вздовж поширення хвилі, то такі коливання називаються повздовжніми. В поперечних хвилях відбувається зсув шарів середовища одного відносно іншого. Пружні сили, які протидіють відносному зміщенню шарів виникають лише в твердих тілах. В газах і в рідинах такі сили не виникають, а тому поперечні хвилі в них не поширюються.


В повздовжніх хвилях ділянки середовища зазнають стиснення і розтягу почергово, при цьому змінюється їх об’єм. Але завжди виникають сили, які протидіють зміні об’єму, причому це характерно для твердих тіл, рідин і газів, а тому повздовжні хвилі можуть поширюватись в усіх трьох середовищах.


Швидкість передачі коливального руху від частинки до частинки зумовлює швидкість поширення хвилі і називається фазовою швидкістю. 


Множина точок середовища, які мають однакову фазу в даний момент часу називається хвильовою поверхнею. 


Площина дотична до хвильової поверхні в даний момент часу називається фронтом хвилі. По фронту  хвилі виділяють: плоскі, сферичні, циліндричні. 
Швидкість хвилі може бути визначене з рівняння :




[image: image1329.png]ol





[image: image1331.png]v =20




де,  λ- довжина хвилі (це відстань між двома точками, які здійснюють коливання в однаковій фазі)


Т – період коливань


[image: image1333.png]


 – частота коливань

Швидкість поширення хвилі, можна, виразити через характер середовища:



[image: image1335.png]



де, [image: image1337.png]


 – густина середовища,   E – модуль Юнга.
Для поперечних хвиль швидкість поширення визначається рівнянням:



[image: image1339.png]



Встановимо залежність між зміщенням різних середовищ, для любого моменту часу. Будемо вважати, що джерело хвиль здійснює коливання за законом: 


[image: image1341.png]§ =Acosw






Точка, яка знаходиться на відстані від джерела, буде здійснювати коливання за тим же законом, але  пізніше на час


[image: image1343.png]


де, [image: image1345.png]


 – швидкість хвилі

А тому зміщення точки в момент часу tбуде таким же, як і зміщення джерела хвиль:

[image: image1347.png]




Можемо записати, що 

[image: image1348.png]£ = Acosw(t —1) = Acos(t — %)
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Якщо зобразити графічно [image: image1350.png]¢ Big X TO MaeMmo:
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Ксі ([image: image1354.png]


) – це відхилення джерела коливань від положення рівноваги в любий момент часу.Найбільше

х – координата хвилі в цей момент часу

А – амплітуда коливань
к – хвильове число


Продиференціюємо рівняння (1) спочатку двічі по часу, а потім двічі по координаті. Будемо мати: 



[image: image1356.png]d?¢
dt2



 = -A[image: image1358.png]w2cosw(t — f)






[image: image1360.png]d?¢
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 = [image: image1362.png]Aw?
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Розділимо одне рівняння на друге одержимо:


[image: image1364.png]d*¢
dt?



 = [image: image1366.png]v2 " dt?





Отримане диференціальне рівняння називається хвильовим. Воно описує поширення не затухаючого хвильового процесу в середовищі. 

При проходженні хвилі в середовищі вона переносить певну енергію оскільки в хвильовому процесі відбувається передача імпульсу від одної точки середовища до іншої.


Виділивши в хвилі нескінченні малий об’єм [image: image1368.png]dv



, енергії цього об’єму, можна записати у вигляді:




dE = [image: image1370.png]


dvA2 w2cos(wt-kx)
Звідси бачимо, що енергія елементарного об’єму хвилі пропорційна густині середовища квадрату амплітуди, квадрату частоти. Для об’ємної густини будемо мати:



W = [image: image1372.png]


 = [image: image1374.png]


dvA2 w2cos(wt-kx)

Через одиничний поперечний переріз за одиницю часу буде проходити та енергія, яка знаходиться в об’ємі паралелепіпеда з довжиною, яка чисельно дорівнює швидкості хвилі.



I = W * v = [image: image1376.png]


 ([image: image1378.png]pv



)A2w2


Величина Iназивається інтенсивність хвилі або густиною потоку енергії. Оскільки швидкість величина векторна, то очевидно, що очевидно що і інтенсивність теж можна вважати векторною величиною. Тоді останнє рівняння записується у вигляді:

[image: image1475.png]


[image: image1476.png]
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I = W * V
ця величина називається вектор Умова. Вектор Умова завжди направлений напрямку поширення хвилі.
Принцип Гюйгенса. Когерентні хвилі. Інтерференція хвиль. Утворення стоячої хвилі


При поширенні хвилі в певному середовищі може спостерігатися відхилення від прямолінійного поширення, а також посилення чи послаблення у певних точках середовища. Перше явище називається дифракцією, друге -  інтерференцією. Ці явища характерні для всіх видів хвиль. 


Якщо хвилі поширюються від різних джерел то для них характерний принцип незалежності, який є проявом принципу суперпозиції. Згідно з принципом Гюйгенса, точка до якої дійшов рух є вторинним джерелом хвиль. 


Явище інтерференції може спостерігатися для певного виду хвиль: когерентних хвиль. 

Когерентні – це хвилі, які мають однакову частоту і однакову фазу, або сталу різницю фаз. Поняття когерентних хвиль є абстракцією. Отримання когерентних хвиль є завданням досить складним. В оптиці,наприклад, це поділ променя на два.

Нехай маємо два когерентні джерела, які здійснюють коливання за законом:




[image: image1380.png]¢, = Acos(wt — kry)
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ізниця ходу променів. Результат додавання буде залежати від величини
[image: image1387.png]A, = 2Acosk ( ZZT’)





В залежності від цієї амплітуди ми будемо мати в точці або максимумабомінімум. Максимум, будемо мати в тих точках, де 

ǀ[image: image1389.png]cosk (r%")



ǀ =1       коли  [image: image1391.png]k(Z2)



ǀ=n[image: image1393.png]


=k[image: image1395.png]
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= [image: image1399.png]


- [image: image1401.png]


 – різниця ходу
[image: image1403.png]
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2n[image: image1408.png]



Висновок:максимумбудимо мати в тих точках, коли різниця ходу хвиль дорівнює парному числу півхвиль.

Коли 


ǀ[image: image1410.png]cosk (r%")



ǀ =0

Будемо в цих точках мати мінімум. Після розв’язку  одержимо  
[image: image1412.png]= _14
A=2(n—1;



)


Одним із видів є так звані стоячі хвилі. Стоячі хвилі в чистому вигляді можна отримати шляхом накладання біжучої і відбитої хвилі. Механізм утворень стоячих хвиль залежить від властивостей середовища: відбивання чи пропускання хвиль. Ця властивість характеризується величиною [image: image1414.png]pv



, де  [image: image1416.png]p — TYCTHHA Cepe/IOBHIa



, v – швидкість поширення хвилі в ньому. 

Якщо [image: image1418.png]D1V



=[image: image1420.png]D2 Uy



, то хвилі із першого середовища проходять друге середовище. Відбивання хвилі відсутнє. 

Якщо [image: image1422.png]P, Vy > Py 0y



, то відбувається відбивання із зміною фази на протилежну, тобто на [image: image1424.png]


, при цьому говорять, що відбувається втрата півхвилі.


Якщо ж навпаки [image: image1426.png]PV, < Py Uy



, то відбувається відбивання [image: image1478.png]
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без зміни фази, тобто без втрати півхвилі.


Нехай маємо падаючу і відбиту хвилі, рівняння яких відповідно 

[image: image1427.png]¢, = Acos(wt — kx)









[image: image1429.png]¢, = Acos(wt — kx)






Додаючи маємо





[image: image1431.png]§1 + & = 2Acoskx coswt




Це рівняння описує нерухомі в просторі синусоїдальні коливання частинок середовища з різною, але сталою для кожної точки амплітудою. Коли 




coskx =1 =maxkx=n[image: image1433.png]
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x=[image: image1437.png]Anm

2



- пучності


coskx = 0



kx=[image: image1439.png]nm



- вузли

при чому відстань між сусідніми вузлами і пучками [image: image1441.png]


, де ⅄ - довжина бігучої хвилі.
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Аперіодичність може відтворюватись як по 1, так і по 2
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