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Анотація
Квантову систему можна керувати синусоїдальними, прямокутними або випадковими сигналами. У літературі ці режими називаються інтерферометрія Ландау-Зінера-Штукельберга-Майорани (ЛЗШМ), фіксація модуляції та усереднення по руху, відповідно. Ми демонструємо, що ці цікаві ефекти також властиві динаміці класичних дворівневих систем. Ми обговорюємо як ці класичні системи реалізуються за допомогою механічних резонаторів.
1. Вступ
Гармонічний осцилятор є одним з основних будівельних блоків, що лежать в основі нашого розуміння як класичної так і квантової фізики. Цікаво відзначити, що цілий ряд явищ, таких як осциляції Рабі адіабатичне тунолювання Ландау-Зінера тощо, які мають чисто квантово-механічну природу, були успішно змодельовані на механічній системі. Аналогія між квантовою дворівневою системою-кубітом і парою класичних осциляторів добре спостерігається і дослідження в цьому напрямку тривають, 
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[bookmark: _Ref504389855]див. [[endnoteRef:1], [endnoteRef:2], [endnoteRef:3]], а також [[endnoteRef:4]]. [1: . Ya.S Greenberg, Yu.A. Pashkin Yu.A., and E. Il’ichev, Phys. Usp. 55, 382 (2012).]  [2: . T. Faust, J. Rieger, M. J. Seitner, J. P. Kotthaus, and E. M. Weig, Nature Phys. 9, 485 (2013).]  [3: . M.J.Seitner, H. Ribeiro, J. Kölbl, T. Faust, J. P. Kotthaus, Eva M. Weig, New. J. Phys. 19, 033011 (2017), Phys. Rev. B 94, 245406 (2016).]  [4: .  Hao Fu, Zhi-cheng Gong, Tian-hua Mao, Chang-pu Sun, Su Yi, Yong Li, Geng-yu Cao, arXiv:1604.00209. ] 

Незвично те, що маючи моделі та ідеї, отримані від вивчення квантово-механічних систем, дослідники повернулися до побудови класичних аналогів дворівневої системи. Ньютонівські рівняння руху, які отримані з рівнянь руху для амплітуд власних мод, формально еквівалентні нестаціонарному рівнянню Шредінгера для дворівневого атома.
Така класична система - дуже доступний і інтуїтивно зрозумілий аналог квантової дворівневої системи, для знайомства з різноманітністю квантових динамічних явищ. Зокрема, такі квантові явища, як неадіабатичне тунелювання Ландау-Зінера і осциляції Рабі, які були недавно вивчені як теоретично [5] і експериментально [4,6]. Ці явища виникають під дією зовнішньої сили яка збуджує зв'язані осцилятори.
[bookmark: _Ref467603574]Раніше було вивчено збудження або з малою амплітудою збуджуючої сили (випадок осциляцій Рабі), або з малою частотою збудження (переходи Ландау-Зінера) [5, 7]. Ми ж розглянули ситуацію, коли збуджуюча сила має і велику частоту, і велику амплітуду. Така ситуація відома як задача Ландау-Зінера-Штукельберга-Майорани (ЛЗШМ) [[endnoteRef:5]]. [5: . S. N. Shevchenko, S. Ashhab, and F. Nori, Phys. Rep. 492, 1 (2010).] 

Ми детально вивчили, як система, що складається з двох пов'язаних механічних осциляторів або дві моди наномеханічного резонатора може бути описана рівняннями, які формально збігається з рівнянням Шредінгера для ефективної дворівневої системи. Було продемонстровано, що наша механічна система веде себе аналогічно квантовому двійнику, на прикладі осциляцій Рабі та декількох інтерферограм. Ми вважаємо, що наші результати можуть бути корисні для моделювання динамічної поведінки квантових систем, таких як кубіти.

2. Постановка задачі та її теоретичне вивчення
2.1 Наномеханічний резонатор 
являє собою балку мікрометрової довжини, прямокутного перерізу. Резонатор має два ступені свободи (може коливатись в двох вимірах), що і є причиною наявності двох власних частот, оскільки товщина балки у цих двох вимірах різна.

[image: ]
Рисунок 1 - Схема наномеханічного резонатору: сині прямокутники – опори, до яких кріпиться прямокутна балка чорного кольору, пунктиром зображене рівноважне положення, стрілками позначені можливі напрямки коливань балки.

Задача про коливання наномеханічної резонатора (балки) в одномодовому наближенні зводиться до задачі про коливання двох зв’язаних гармонічних осциляторів зі слабким зв’язком. Підставою для такого наближення є велика добротність наномеханічного резонатора, що забезпечує зосередженість енергії коливань у першій моді коливань. Тому ми можемо обійтись лише першим членом розвинення ряду Фур’є. 
Використовуючи перший член розвинення в ряд фур’є отримаємо систему із двох зв’язаних гармонічних осциляторів зі слабким зв’язком, яку можна представити у вигляді двох кульок з закріпленими до них пружинами, та пружиною між ними з меншою жорсткістю.  
[image: ]


Рисунок 2 – Зв’язані механічні осцилятори зі слабким зв’язком: дві кульки на пружинах A і B, пов’язані пружиною з малою жорсткістю  зі змінною жорсткістю пружин A і B  .

2.2 Обізрозмірення рівняннь
Така система описується класичними рівняннями Ньютона: 

		







Де  і  координати кульок,  маси кульок,  - коефіцієнт затухання коливань,  і  коефіцієнти жорсткості пружинок між кульками та стінами,  коефіцієнт жорсткості пружини яка відповідає за зв’язок осциляторів.






Будемо розглядати параметричне збудження такої системи, коли: . А збудження задається як , де  постійна відстройка,  періодичне збудження з частотою  і амплітудою . Тоді рівняння руху матимуть вид

		



Позначимо частоти як , , :

[bookmark: ZEqnNum998705]		

Для того щоб привести рівняння до безрозмірних величин розділимо рівняння на  .




Позначимо , , ,  та отримаємо наступну систему безрозмірних рівнянь:

		
 




Розписавши  та позначивши    та   отримаємо систему безрозмірних рівнянь які ми будемо розв’язувати чисельно.

[bookmark: ZEqnNum830265]		

2.3 Власні частоти наномеханічного резонатора
Перепишемо рівняння  у матричному вигляді

[bookmark: ZEqnNum272958]		


Якщо в збудженні  тобто   то можна знайти власні власні частоти системи діагоналізувавши матрицю системи рівнянь .


Власні значення матриці  і будуть складовими власних частот системи. Для діагоналізації розв’яжемо рівняння  




      Звідси отримаємо власні частоти:  .

2.4 Класичні рівняння, подібні до рівняння Шредінгера



[bookmark: ZEqnNum550047]За допомогою матриць Паулі можна переписати систему рівнянь  у вигляді: . Використовуючи анзац  де   				
отримаємо рівняння 

[bookmark: ZEqnNum233851]		


При малому затуханні коливань ми можемо знехтувати  в порівнянні з  .

[bookmark: ZEqnNum810221] 	 		





Далі наближення повільно змінюваної оминаючої  дозволяє знехтувати другою похідною. Це означає, що   мало змінюється на періодах порядку  , тобто характерна частота еволюції системи   значно менша ніж :  .  Після введення нових позначень в рівняння  отримаємо:

[bookmark: ZEqnNum545350]		




де  спінор, а  -  гамільтоніан.  В якому позначено:   ;



При відсутності затухання , рівняння  формально співпадає з рівнянням Шредінгера для дворівневої системи з гамільтоніаном в природній системі виміру .

Дисипація яку ми викинули можна повернути  у вигляді:  , тоді рівняння  можна переписати у вигляді:

		
Виходячи з цих рівнянь розв’язки рівнянь Ньютона є аналогом амплітуди вірогідності (хвильової функція), а власні частоти є аналогом енергетичних рівнів системи.
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[bookmark: _Ref468821791]Рисунок 3 – Схематичне зображення осциляцій Рабі: збудження з малою амплітудою  та частотою близькою до  . Де синіми лініями позначена залежність , яка еквівалентна енергетичним рівням в кубіті.










3. Чисельні розрахунки
3.1.  Осциляції Рабі


Осциляції рабі виникають при періодичному збудженні квантової дворівневої системи, з  малою амплітудою та великою частотою збудження. Та представляють собою періодичну зміну заселеності енергетичних рівнів за рахунок тунелювання у квантовій механіці з частотою .  Де A це амплітуда збудження, яка є малою величиною,  відстройка між частотою збудження та різницею енергій енергетичних рівнів. У випадку наномеханічного резонатора енергетичним рівням ставиться у відповідність власні частоти наномеханічного резонатора. 



На рисунку 3 зображено залежність двох власних частот  від ,  являє собою аналог різниці енергії між енергетичними рівнями.








[bookmark: ZEqnNum776795]Тепер перепишемо осциляції Рабі в безрозмірних величинах    Далі отримаємо власні частоти   та частоту осциляцій Рабі Як відомо з квантової механіки заселеність рівнів є  для верхнього та  для нижнього. Узагальнюючи на наш випадок в якому враховуються дисипації заселеність рівнів є такою:  

для верхнього і  для нижнього. Осциляції Рабі для наномеханічного резонатора здобуті чисельно збігаються з осциляціями здобутими аналітично, що видно на Рисунок 4.
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[bookmark: _Ref468822110]Рисунок 4 – Рабі подібні коливання у системі з двох резонаторів. Чисельно розрахована залежність квадрату амплітуди механічних коливань   від часу  в порівнянні з аналітичних (точки)  результатів для квантової механіки (вірогідність знаходження на верхньому чи нижньомуенергетичному рівні)




З цього малюнку видно що розв’язки співпадають, але також є швидкі осциляції пов’язані з дією збудження, в квантовому випадку вони також є, але наближення в якому аналітично отримується частота Рабі призводить до усереднення швидких осциляцій по часу, за рахунок чого вони зникають. Ці графіки здобуті при , при різних   та  також можливі випадки коли заселеність рівнів(або в класичному випадку енергія коливань) не змінюється з часом, що відповідає нерезонансному випадку, або  змінюється не на повний діапазон значень.
[image: ]
Рисунок 5 - Рабі подібні коливання у системі з двох резонаторів в порівнянні з аналітичним розв’язком - нерезонансний випадок.
Також ми порівняли аналітичний розв’язок для осциляцій Рабі з чисельним розв’язком класичних рівнянь  та шредінгероподібних  з затуханням
[image: ]
Рис. 6 Порівняння аналітичних осциляцій рабі з чисельними розрахунками для класичного та шредінгеро подібного випадку. Червоне - чисельний розрахунок для механічних резонаторів рівн., чорне - чисельний розв’язок рівняння подібного до рівняння шредінгера рівн., синє – аналітичний розв’язок.







З цього рисунку видно що розв’язок для класичних рівнянь співпадає з шредінгeро подібним випадком та з аналітичним розв’язком всюди окрім максимумів, це пов’язано з тим, що в початковий момент часу з’являється добавка до енергії, яка пов’язана з несиметричністю початкових умов:  та початкові умови  , звідси видно, що в початковий момент часу жорсткість пружини A змінюється на а оскільки пружина А в початковий момент стиснута, то в пружині А з’являється добавка до пружної енергії, а в пружині В добавка не виникає, бо вона не стиснута. Звідси можна зробити висновок, що аналог заселеності рівнів несиметричний по , але оскільки в квантовому випадку заселеність симетрична по  то для кращої збіжності на наступних графіках ми будемо розглядати випадок  та відображати точки симетрично відносно прямої  .

3.2.  Інтерферометрія Ландау-Зінера-Штукельберга-Майорани.



Як було показано в (5), це випадок коли збуджуюча сила має резонансну частоту(), довільну постійну відстройку та довільну амплітуду. Також цей випадок відомий як багатофотонний  резонанс.  В цьому випадку у нас можуть бути як резонансі випадки, коли заселеність рівнів періодично змінюється, так і нерезонансні випадки, коли заселеність рівнів не змінюється. В квантовому випадку при збудженні кубіта резонансними фотонами можуть бути випадки коли кубіт поглинає не один, а зразу два і більше фотонів, це може відбуватись при великій амплітуді та відстройці, але якщо амплітуда менша ніж відстройка, то поглинання фотонів не буде, оскільки не буде відбуватись тунелювання, із за значної різниці між  та , а в цьому випадку вірогідність тунелювання близька до нуля оскільки вона обернено пропорційна до довжини бар’єру. Оскільки рівняння якими описується динаміка наномеханічного осцилятора формально співпадають з рівняннями Шредінгера для ефективної квантової системи, що було показано вище  то аналітичні розрахунки є в (5).
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Рисунок 7 – Випадок аналогічний до багато фотонних переходів в квантовій  механіці. При значній амплітуді   та відстройці  можливі резонансні переходи коли відстань між рівнями в n разів більша ніж частота збудження де n=0,1,2…






[bookmark: _Ref468822731]Рисунок 8 – Залежність -середнього квадрату амплітуди коливань по часу, яка є аналогом середньої по часу заселеності верхнього енергетичного рівня для кубіту. Випадок великої частоти збудження де  є амплітудою розв’язку рівняння , що видно з анзацу .

При чисельному розв’язку класичних рівнянь Ньютона для аналогу Ландау-Зінера-Штукельберга-Майорани інтерферограми дає результат аналогічний квантовому випадку. 





Цей графік (рисунок 8) побудовано за таких параметрів:    Де  .

Оскільки  то це являється аналогом випадку швидкого збудження кубіта, коли збуджуюча частота більша за резонансну.

Також ми розглянули випадок повільного збудження коли , за однакових інших параметрів.




[bookmark: _Ref468822886]Рисунок 9 – Залежність заселеності  верхнього рівня від амплітуди збудження для випадку малої частоти збудження .

Усі отримані графіки для швидкого та повільного збурення фактично співпадають з графіками здобутими для кубіту.

3.3.  Синусоідальна модуляція


[bookmark: _Ref504243552]Також ми розглянули випадок залежності від частоти збуджуючих   коливань та відстройки . В якому підібравши безрозмерні параметри, подібні до параметрів у квантовому випадку [[endnoteRef:6]] ми отримали інтерферографу, аналогічну квантовому випадку. [6: .  J. Li, M. P. Silveri, K. S. Kumar, J.-M. Pirkkalainen, A. Vepsäläinen, W. C. Chien, J. Tuorila, M. A. Sillanpää, P. J. Hakonen, E. V. Thuneberg, and G. S. Paraoanu, Motional averaging in a superconducting qubit, Nat. Comm. 4, 1420 (2013).] 






Рисунок 10- Залежність заселеності  верхнього рівня від частоти збудження  та відстройки  .

3.4. Прямокутна модуляція

Випадок збудження прямокутними імпульсами .
В цьому випадку відбуваються швидкі зміни між двома рівнями системи. Після підбору аналогічних параметрів інтерферограма така сама як і в квантовому випадку[[endnoteRef:7]].  [7: . M. P. Silveri, K. S. Kumar, J. Tuorila, J. Li, A. Vepsäläinen, E. V. Thuneberg, and G. S. Paraoanu, Stuckelberg interference in a superconducting qubit under periodic latching modulation, New J. Phys. 17, 043058 (2015).] 





Рисунок 11- Залежність заселеності  верхнього рівня від частоти збудження  та відстройки   у випадку збудження періодичними прямокутними імпульсами.


3.5. Усереднення по руху


Випадок збурення випадковими прямокутними імпульсами з середньою частотою . В цьому випадку ми збуджуємо систему прямокутними імпульсами випадкової довжини у часі, але такими щоб середня тривалість імпульсу відповідала частоті .
Також як і в квантовому випадку [6]  зі збільшенням середньої частоти збудження дві резонансних лінії поступово переходять в одну.
[image: ]


Рисунок 12- Залежність заселеності  верхнього рівня від частоти збудження  та відстройки   у випадку збудження аперіодичними прямокутними імпульсами.

4. Висновки
В даній роботі ми розглянули незвичну аналогію між квантовою та механічною системою. Звели рівняння Ньютона для зв’язаних осциляторів, до рівняння Шредінгера для кубіту, що означає їх еквівалентність в цілому ряді явищ.
Інтерес до вивчення таких систем з’явився лише що давно, бо якраз недавно з’явилася можливість створювати механічні резонатори[2] з величезною добротністю та гарно їх контролювати.
Розглянули аналогію між цими системами на прикладі декількох інтерферограм. Та переконалися в повній аналогії резонансних явищ між кубітом та механічною системою. 
[bookmark: _GoBack]Також великий інтерес до вивчення таких систем є, бо вони знаходяться на межі класичного і квантового.
Результати роботи доповідалися на міжнародній конференції 
NanoQT2016 в м. Київ http://iht.univ.kiev.ua/nanoqt2016/ 2016р. [[endnoteRef:8]]. [8: . «Шифр», S.N. Shevchenko Simulating quantum dynamical phenomena by two mechanical resonators http://iht.univ.kiev.ua/nanoqt2016/materials/presentations/Ivakhnenko.pdf .] 

Також робота надіслана в журнал Phys. Rev. A в кінці 2017р. та опублікована в arXiv [[endnoteRef:9]] [9: . «Шифр», S.N. Shevchenko and Franko Nori, Simulating quantum dynamical phenomena using classical oscillators: Landau-Zener-Stückelberg-Majorana interferometry, latching modulation, and motional averaging,  https://arxiv.org/abs/1801.01863] 
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